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1. Aufgabe 10 Punkte
8 1 -2 1 3 0 . 4
- . . . - 35 P 3
Gegeben seien die Matrix A:= | -3 6 1 7 0 | € R*5 und der Vektor b:= | 0 | € R3.
2 4 2 6 1 6
(a) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [ A |b] in normierte Zeilenstufenform.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems AZ = b.
(c) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).
(d) Gibt es einen Vektor 7 € R3, sodass das lineare Gleichungssystem AZ = ¢ keine Losung besitzt?

(a) (3 Punkte)

B 12 13 0[4]) 1 -2 1 30| 4], ., [1 -2 0 -1 0f 1
[Afj=| -3 6 1 7 0|0 |—=—=5]0 0 4 16 0[12|——|0 0 1 4 0| 3
2 —4 2 6 1|6 | ™ o o0 0 o0 1]-2 31 0 00 0 1|-2

(b) (3 Punkte)
Ausgehend von der NZSF in a): Die Nichtkopfvariablen parametrisieren die Lésungsmenge. Setze:
T9 =8, x4 := t € R. Dann gilt fiir die Kopfvariablen: 1 —2s —t = 1 < 1 = 1 + 2s + t,
T3+ 4t =3 3 =3 — 4t und x5 = —2. Somit ist die Losungsmenge des LGS:

1+2s+t 1 2 1
s 0 1 0

L= 3—4t s,teR 3 = 3| 4+s| 0| +t]| —4 s,teR
t 0 0 1
-2 -2 0 0

(¢) (2 Punkte)
Eine Basis von Bild(A) wird durch die Spalten der Matrix A gebildet, bei denen in der NZSF ein

1 1
Kopf steht. Nach a) sind dies die erste, dritte und fiinfte Spalte von A. Somit ist { [ -3 ] , [ 1 1 ,
2 2

eine Basis von Bild(A).

(d) (2 Punkte)
Nach c) sind in einer Basis von Bild(A) drei Vektoren. Somit ist dim(Bild(4)) = 3 = dim(RR?).
Also liegt jeder Vektor ¥ € R? auch im Bild von A und das LGS A% = ¥ ist immer 16sbar. Einen
solchen Vektor kann es folglich nicht geben.

2. Aufgabe 51 11 Punkte
Gegeben sei die Matrix B:=| 0 3 0 | € R®3.
1 1 1
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix B.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und bestimmen Sie den Eigenraum zum gréfiten Eigenwert.

)
)
(c) Ist B diagonalisierbar?
(d) Ist B invertierbar?

(a) (3 Punkte)

2= -1 2 Laplace 2—)X 2
pp(A\) =det(B — \I,) = 0 3-X 0 "= (—1)242. (3= \) - det
1 11—\ |2 Zeile 1 11—\

=B -N[E2-AN1-X)—=2-1=B=N)(=3A+A)=-AB -2 =-23+6)2 -9\

-

= NZSF([A[b])
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(b) (4 Punkte) Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen des char. Polynoms. Aus pp = —A(3 —

A)? ) folgt, dass A\ = 0 und A\y,3 = 3 die Eigenwerte von B sind.
Fiir den Eigenraum zum Eigenwert Ay /3 gilt:

-1 -1 2 . 11 -2
Va,,s = Kern {B —Agy3 - Ig} = Kern 0 0 o0 = Kern 0 0 O
1 1 =2 1+1 00 0

{1} (1)

(¢) (3 Punkte) B ist diagonalisierbar, falls die algVFH gleich der geomVFH fiir alle Eigenwerte ist.
Nach a) bzw. b) ist Ay/3 eine doppelte Nullstelle des char. Polynoms und die algVFH von Ay /3 ist
somit 2. Die geomVFH von \y/3 ist ebenfalls 2, da nach b) der zugehérige Eigenraum von zwei

-1 2
linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird, denn 1 | und | 0 | sind keine Vielfachen
0 1

voneinander. Die algVFH von A ist 1, denn nach a) bzw. b) ist A\; eine einfache Nullstelle des
char. Polynoms. Da die geomVFH eines Eigenwerts maximal so grof ist, wie die algVFH, aber
mindestens 1, ist auch die geomVFH von A; gleich 1. Also stimmt die algVFH mit der geomVFH
fiir alle Eigenwerte iiberein und B ist folglich diagonalisierbar.

(d) (1 Punkte) B ist invertierbar, falls bijektiv. Ein Eigenwert von B ist 0. Der zugehérige Eigenraum
ist gerade der Kern von B, denn Vy,—9 = Kern(B — 0 - I3) = Kern(B). Dieser ist nach c)
eindimensional. Somit ist Kern(B) # {6} und B also nicht injektiv. Da B nicht injektiv, folglich

auch nicht bijektiv ist, ist B nicht invertierbar.

3. Aufgabe 12 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:
Fl : R? — RSZ [;I‘} s FZ . Rgl [1} — R?
{ Z } —  ar®+z+ (a—Db) ar+b +— { _)(:l ‘erb }

a) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.

Bestimmen Sie Kern(Fy).

. . . . . \e —1
d) Ist F5 invertierbar? Falls ja, bestimmen Sie F, .

(a)
(b) Uberpriifen Sie, ob F5 eine lineare Abbildung ist.
(c
(d)

(a) (2 Punkte)

(0 8]) =i ([ 8]) =2 20005, ([ 1]

F' ist nicht homogen und somit auch nicht linear.

(b) (3 Punkte) F ist linear, falls additiv und homogen. Fiir p := az + b,¢q := cx + d € R<1[z] und
a € R muss also gelten: Fo(p + q) = Fa(p) + Fa(q) und Fa(ap) = aFs(p).

Fa(p+4) = Fol(az +b) + (co + @) = Fol(a+ )z + (b +d) = [ o100 ]

=[ 2t T+ [ 289 ] = Pelaz+0) + Fa(er +d) = Ba(p) + Falg)

Fy(ap) = Fy(alax + b)) = Fy(aax + ab) = [ ;;Ziofb ] =« { 2aaibb } = aFy(az +b) = aFs(q)

Also ist Fy eine lineare Abbildung.
(¢) (2 Punkte) Kern(F,) = {a:z: +b € Reqz] ‘Fg(ax +0b) = 6}

Aus Fy(az +b) = [ 2aa—:bb } = [ 8 } ergibt sich das LGS
1 1lolm—2r [1 1|0] I+l [1 0]0
[210} [0 ~1 0}_11{010]
Das LGS hat die eindeutige Losung a = b = 0.

Somit ist Kern(Fy) = {0z + 0}.

(d) (5 Punkte) Nach c) ist Kern(Fy) = {0}. Also ist F» injektiv. Nach dem Dimensionssatz gilt nun
dim(Bild(F3)) = dim(R<;[z]) — dim(Kern(F,)) = 2 — 0 = 2. Also ist die Dimension des Bildes
gleich der Dimension des Bildraums (dim(R?) = 2) und F; also auch surjektiv. F, injektiv und
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surjektiv und somit bijektiv. F5 ist eine invertierbare Abbildung.
Fy'iR? = R[] [ Z } — cx + d mit Fy (FQ_1 ([ ‘; ])) = { ‘; ]

Aus F, (F2_1 ([ Z D) =F(cc+d) = { 20:'_02 } = { Z ] ergibt sich das LGS

1 1|a]lm=21 [1 1 a] - [ 1 0] b—a
2 1|b 0 —1|b—2a | ;1 |0 1]|2a—b |

Die obige Gleichung hat also die Losung ¢ = b — a und d = 2a — b.
Somit ist Fy ! ([ Z D =((b—-a)zx+ (2a—0).

4. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben seien der Vektorraum V := {A € ]RZ'Q}A obere Drcie(tksumtrix} und die lineare Abbildung
L:V — V, von der folgendes bekannt ist:

0 -1 0 O -1 0 0 0 1 0 0 -3
t(lo aD)=lo o] e(lo D) =[0a] 2(ls Y D=1 3]
. . -1 27, .. .
(a) Zeigen Sie, dass { 0 -1 } im Kern von L liegt.
(b) Geben Sie einen Eigenwert sowie einen zugehorigen Eigenvektor von L an.

(¢) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl. der Basis B := {{ 8 71 } ; { 75 (1) } 5 { (l) (1) }}

von V.

(a) (2 Punkte)
[_(1) _?}EKern(L),fallsL([ _(1) _? ]):[8 8]gﬂt_
o[ % d])=r(=2[e 2 ]+[%

meen(lo o ])er([ 1)

Also ist { —(1)

) w0 0o [ 2
vl D)=l ol=0 [ A

Also ist { _(1] _f } ein Eigenvektor zum Eigenwert 0 von L.

(¢) (6 Punkte)
spaltenweise Bestimmung von Lg:

115
>
[0y
~
—
o =
= O
| S
~—
_|_
>
&
~
—
O =
T N e N R
La—
—_
N—
I
[\)
N
_l’_
[N}
wl
I
co mvvwo ™ !
o O

~

oy

|
—
=)
NN O
o O Ww
1

9 Punkte

Gegeben sei mit T : b
—2b

5. Aufgabe )
= { [ ] a,b e R} ein Teilraum des R3.
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0 3 4 0
(a) Wahlen Sie aus der Menge M := { [ -1 ] . [ 1 ] ; [ 0 ] ; [ 0 ] } eine Basis C von T aus.
Begriinden Sie Thre Wahl. ’ ’ v v

(b) Ist Ihre in a) gewéhlte Basis eine Orthonormalbasis von T' bzgl. des Skalarprodukts

a d 1 1 1
(,); T xT — R mit 1() , } ] = 1—6ad+ Ebe+§cf ?

(c) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung kein Skalarprodukt auf R? definiert:

(-, )y : R? x R? — R mit <{ ([i }{f]}> :=ac—ad—bc .
2

(a) (4 Punkte)

4]

}. Die beiden Vektoren in C sind linear unabhéngig, da keine Viel-
fachen voneinander. Weiter gilt:
0 4 0
span C = span -11],]0 =<¢s| -1
0 2

4 4t
0 [|s,teR, = -s ||s,teR
2 0 2s
SI:%G a
b b |la,beRY =T.
—2b

Also ist C auch ein Erzeugendensystem von 7' und somit eine Basis von T'.

W~

=]

+1

(b) (3 Punkte)
C ist orthonormal, falls die einzelnen Vektoren in C normiert und orthogonal sind. Die beiden
Vektoren sind orthogonal bzgl. (-,-);, denn es gilt:

0 4
< —; , 8]> =i-0-44%-(-1)-0+%-2-0=0.

Die beiden Vektoren sind auch normiert bzgl. (-,-);, denn es gilt:

2 2

L 4 L 1
4 4 1 1 1
O [0]) =f-4-4+5-0-0+5-0-0=1

1
C bildet also eine Orthonormalbasis von T bzgl. (-, ).

[ 0] 0
< -1 |,| -1 =L 00+L-(-1)-(-1)+3%-2-2=1und

(¢) (2 Punkte)
(-, )5 ist kein Skalarprodukt, da nicht positiv definit, denn
(€2,€2), =0-0—-0-1—1-0=0, aber 6’27&6.

6. Aufgabe 8 Punkte

Geben Sie Matrizen Oy, Cy, Cs, Cy € R*? an, sodass die entsprechenden Bedingungen erfiillt werden.
Zeigen Sie, dass die Bedingungen von den von Thnen gewéhlten Matrizen erfiillt werden.

(a) Es gilt ¢4 { (1) } = { 75 } und [ (1] } € Kern(Ch).

(b) Es gilt Cy # 0 und C3 = 0.
(c) Der Vektor [ o | liegt nicht im Bild von Cs.
(d) g(t) = e’ { i } ist die Losung des Anfangswertproblems ‘]'Zi[/) = Cy4y(t), 5o = 7(0) = { i }

(a) (2 Punkte)

el ]
Offensichtlich gilt [8 _g ] [(1) = [ _3 }
Da[g _g}[é]:[g},ist[é}imKernvonC’l.
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(b) (2 Punkte)

0222[8 (1)]
[8 é}#Oundesgilt[g (1)} :[8 (1)}[8 (1]}:[8
(¢) (2 Punkte)

0322[8 8]

Das Bild einer Matrix wird durch die Spalten erzeugt. [ (1) } ¢ Bild(C3), da [ (1) ] ¢ span { [ 8 ] }

o )

(d) (2 Punkte)
ci-lh ]

[ } } ist ein Eigenvektor von Cy zum Eigenwert 1, denn es gilt: [ (1) (1) ] [ i ] = [ } ] =1 [ 1 ]

Somit ist also §(t) = e'(*=9) [ } ] = et { i } die Losung des Anfangswertproblems.



