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1. Aufgabe 11 Punkte

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

3r1 —6xo —Y9x3 +33z4, = 21
213 —6xy = —4 .
r1 —2x0 —3x3 +llxy = 7

a) Bestimmen Sie die zum gegebenen LGS zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix [Ab].

B.

(b) Bestimmen sie die normierte Zeilenstufenform von [A

(c) Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems.

d) Bestimmen Sie die Losung des homogenen Systems A7 = 0.

(e) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

f) Gibt es eine rechte Seite ¥ so, dass AZ = ¥ genau eine Losung hat?.

~ 3 -6 -9 33
(a) (1 Punkt) [4p]=| 0 o0 2 -6
1 -2 -3 1
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(b) (3 Punkte)

B 3 -6 -9 33 7] e [1-2 =3 1| 7] .y
A=l 0 0 2 -6 4| =10 o0 2 —6|-4|2>
1 -2 -3 11| 7 -6 -9 33| 21 0 0 0 0] 0
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o o0 1 -3|-2 | 0
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(¢) (2 Punkte)
Ausgehend von der NZSF in a): Die Kopfvariablen sind z; und x3, die Nichtkopfvariablen o, 24
parametrisieren die Losungsmenge. Setze: zo := s, x4 :=t € R. Dann gilt fiir die Kopfvariablen:
1 =1+ 2s—2t und z3 = —2 + 3t. Somit ist die Losungsmenge gegeben durch:

[1 -2 -3 11

o= O

1
-2 } = NZSF([A]b])
0

1 2 -2
0 1 0

L= o | s o |+t 3 | Is,teR
0 0 1

(d) (2 Punkte)
Die Losungsmenge setzt sich zusammen aus der speziellen Losung + Losung des homogenen
Systems . Die Losung des homogenen Systems ist somit

2 —2
L ={s| b+t 0 | s,t € R
hom — 0 3 )
0 1

(e) (2 Punkte)
Eine Basis von Bild(A) wird durch die Spalten der Matrix A gebildet, bei denen in der NZSF ein

3 -9
Kopf steht. Nach b) sind dies die erste und dritte Spalte von A. Somit ist { l 0 ] , [ 2 ] }
eine Basis von Bild(A). ! -

(f) (1 Punkt)
Nein, denn Kern(A4) # {0} und somit gilt: Falls AZ = ¢ eine Losung besitzt, dann gibt es schon
unendlich viele Losungen.
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2. Aufgabe 12 Punkte
2 —6 9
Gegeben sei die Matrix B=| 1 -3 3
0 0o -1

(a)

Berechnen Sie das charakteristische Polynom pg(A) von B mit dem Laplaceschen Entwicklungs-
satz.

Bestimmen Sie die Eigenwerte von B und den Eigenraum zum betragsméfiig grofiten Eigenwert.
3

Zeigen Sie, dass | 1 | ein Eigenvektor von B ist.
0

Ist B diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie Matrizen S und D an, sodass B = SDS™!.
—1

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems d%ﬂ = By(t), o = y(1) = [ 1 ‘|
1

(2 Punkte)
2—A —6 9
2—A —6
— —\) = —3- =(-1-
pp(N) = det(B ~ AL =det (| 1 -3 1§D (-1-Ndet ([ 777 577 )
_ (_1 B A)((Q _ A)(—:’) _ )\) n 6) _ —/\(1 n A)Q . Entwicklung nach dritter Zeile

(3 Punkte)
Die Eigenwerte sind Ay, = —1 und A3 = 0 . Der betragsméBig grofite Eigenwert ist —1.

3 —6 9 1 -2 3
Vi=Kern(B-(-1)I)=Kern| 1 -2 3 L e [ 0 0 0
0 0 0 0 0 0
2 -3
= span 1, 0 .
0 1
(1 Punkt)
2 —6 9 3 0 3
1 -3 3 1 | =10 ].Alsoist | 1 | ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 0.
0 0 -1 0 0 0

(4 Punkte)

B ist diagonalisierbar, wenn fiir alle Eigenwerte algVFH = geomVFH gilt. Fiir A3 = 0 ist die
algVFH = 1 und damit auch die geomVFH = 1 . Wie in b) gezeigt gilt fiir A\, = —1 algVFH =
geomVFH = 2. Damit ist B diagonalisierbar und nach b) und c) ist eine mogliche Wahl

(2 Punkte) Losung des AWPs mit der Eigenwertmethode. Wir stellen 1 | als Linearkom-
1

—1 2 -3
bination von Eigenvektoren dar: [ 1 ] = [ 1|+ 0 ] und damit auch Eigenvektor zum
1 0 1

Eigenwert —1. Als Losung des AWPs folgt: y(t) = e~ 1(t=1) 1
1
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3. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:
Fl : RZ — RSI [.’I’] Fz : ]RZ — RSI [,’I?] E5 : Rgl [,’I?] — RQ‘Q
[ (;) } —  a(z+0b) { C{l) } = (2a+b)x —2b ar+b B 72 “ ;f;

(a)

(b)

(¢) Bestimmen Sie, falls méglich, die Abbildungsvorschrift von F» o F5 bzw. F3 0 F .
)

(d

Uberpriifen Sie, ob Fj eine lineare Abbildung ist.

Uberpriifen Sie, ob Fy eine lineare Abbildung ist.

Bestimmen Sie die inverse Abildung von F.

(a) (2 Punkte)
2. Fy { H) :2(x+1):2m+27é2x+4:2(x+2)=F1([ . D ~ A (2{ . D

Fy ist nicht homogen und somit auch nicht linear.

(b) (3 Punkte) F5 ist linear, falls additiv und homogen. Fiir o, = [ abi } ,Ug = [ (IE } € R? und
a € R muss also gelten: Fy(¥h + ¥) = Fo(¥) + Fo(th) und Fo(at;) = aFy(vh).
o +
i (53 LB D)= (L5 )t e o e
= (2&1 + bl).’E + (202 + bg).T —2by —2by = (2@1 + b1>5(3 —2b1 + (20,2 + bg).’E —2by = FQ(Ul) + F2(172>
Fo(ai) = Fy (a [ " D -y ([ o D = (2(ca1) + (aby))z — 2(abi) = a((2a1 + b1)z — 2b,) =
O(FQ(Ul).

Also ist Fy eine lineare Abbildung.

(¢) (2 Punkte) Die Verkettung F5 o F3 ist nicht definiert, da der Bildraum von F3 nicht im Defini-
tionsbereich von Fj liegt . Fiir F3 o Fy gilt:
2b 2a-—b :|

FyoFy R R2FoR ([ 5 ]) =B(@are-m)= |, 5 o0
(d) (2 Punkte) Esgilt: [, ' : R<q[z] = R?und F (Fy '(az + b)) = az+b. Wir setzen F, ' (az+b) =
[ ; }, dann muss gelten: Fy ([ ]) (2¢+ d)x — 2d = ax + b. Es folgt d = —2,0 =3+ 4,

b

4
b
2

(SIS

also Fiy ' (az +b) =
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4. Aufgabe 11 Punkte
Gegeben seien der Vektorraum V' := R<[x] mit der Basis B = {.772 + 1,22 + 2, ;172}. Die lineare Abbil-
dung L : V — V sei gegeben durch die Bilder

L(z*+1) =120 +12, L(2x+2)=32>+1, L(2?) =1.

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl. der Basis B.
1
(b) Welches Polynom p € R<s[x] besitzt den Koordinatenvektor pg = | 2 ]‘.’
1
(¢) Zeigen Sie, dass pg ein Eigenvektor von Lg zum Eigenwert 3 ist.

)
(d) Berechnen Sie L(p) fiir das Polynom aus Aufgabenteil b).

(a) (6 Punkte)
spaltenweise Bestimmung von Lg:
Lgée, = KB(L(Kgl(é'l))) = Kp (L (x2 + 1)) = Kp (122 + 12) = K (6(2x + 2))

"M 6K (20 + 2) = 66, = ‘ 1
Lsés = Kg(L(K5' (&) = Kg (L (22 +2)) = Kp (322 + 1) = Kp (1(z2 + 1) + 2(22))
" K (22 1) + 2Kp (22) = & + 28 = l é

Lpés = Kp(L(Ky'(83))) = K5 (L (2%)) = Kp (1) = Kg (2 +1) = (%))

. 1
lg'KB(xQ—i—l)—KB(J}Q)251—53:l 0

{3 4]

(b) (2 Punkte)
Fiir das gesuchte Polynom gilt: p = Kz Y(pB)

o oo
N O =

1
:Kgl< i D =@ +1)+2Q2e+2)+2° =222 +42 +5.
1

(c) (1 Punkt)

0 1 1 1 3 1

Lgpp =16 0 0 2 | =1]6 | =23|2]. Also ist pg Eigenvektor von Lz zum Eigen-
0o 2 -1 1 3 1

wert 3.

(d) (2 Punkte)
Aus den vorigen Aufgabenteilen folgt: L(p) = K5' (Ls (Ks(p))) = K5' (Lsps) = Kz (3ps) =
3K5" (pg) = 3(222 + 4z + 5) = 622 + 12z + 15.
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5. Aufgabe 8 Punkte

! yal Y ] \. 2 ) ] 2 Y yay
Gegeben seien die Mengen

v O - 1 o a b 52,2
cl]=lo]} m={l% a]er
(a) Priifen Sie, ob Ty ein Teilraum des R*? ist.

(b) Priifen Sie, ob Th ein Teilraum des R*? ist.

(c) Ist M = {{ (z) 7(1) } , { 7(1) (l) ]} eine Basis von 757

T = {O € R2?

a+2b=0und c+d= 0} .

(a) (1 Punkte) Jeder Teilraum eines Vektorraums muss den Nullvektor enthalten. Dies ist hier nicht
0 0 0 0 1
derFall,da [ o o ][9] =[0]#]0]
(b) (3 Punkte) Wir priifen die Teilraumkriterien nach:

1. [8 g]eTg,daow.ozoundmozo. Ty ist nicht leer.

2. Seien [ 2 Zi } und [ Zz 22 ] € Ts, dann ist [ illj_zz 511122 ] €Ty, da (a; +az)+2(b1 +
b2> = (0,1 +2b1)+((12—|—2b2) =040 =0und (61+02)+(d1 -‘rd2) = (Cl+d1)+(02 -‘rd2) =0+0=0.
Also ist Ty abgeschlossen unter Addition.

3. Sei [Z Z} €Ty undseioze]Rdannistoz[Z 3] = [ Z(é zg] € Ty, da (aa) + 2(ab) =
ala+2b) =a-0=0und ac+ ad = a(c+d) = a-0 = 0. Also ist Ty abgeschlossen unter
Multiplikation mit Skalaren.

Alle Bedingungen sind erfiillt. T ist ein Teilraum des R?2.

(¢) (4 Punkte) Wegen 2+2-(—=1) =0und 0+0=0bzw. 0+2-0=0und —1+1 =0 ist M C T5.
Da die beiden Elemente von M keine Vielfachen voneinander sind, sind sie linear unabhéngig.
Sei nun A € Ty, dann ist a = —2b und d = —c. Also ist A von der Form A = [ — b ] =

Cc —C
-b [ (2) 7(1) } —c { _(1) (1) } und somit im Spann von M . Also ist M eine Basis von T5.
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6. Aufgabe

2 3 =2
Gegegen seien A= | 4 3 -7
0 8

_ 0
€ R° und w = 1
1

€ R3.

—1
c R:l..‘ﬁ, 7= 1
0

(a) Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung von A beziiglich des Standardskalarprodukts in R3.

(b) Berechnen Sie #7 Aw und w! Av.

NN

(c) Ist die Abbildung (-,-). : R3 x R® = R, (%, 7). = ¥ A7 ein Skalarprodukt auf R3?
(a) (6 Punkte)

NN

4
4
2 V22442442 T - 3
4
4
3
3
0

l MG HAHEHEHEE
e

3: 1 143-3 1 2+O 1.2=3
2
1
—2

1] ﬂlm
sl-zHl-z

o i i N
(I
|
I=

—

N =

| S

Hl V22 12+ (-2)? - 3 -3

1 1 -2 7 4 2 2
= 2 Lo |- —7 - 1 1 1
31 2 2 "3 L
—2-1.1-7-1.248-1.2=0 —2:4.2-7.1.148-1.(-2)=-9
-2 2 4
= -7 +3 1 = —4
8 -2 2
4 4 4
—4 —4 —4
_ 2 | 2 L2l _;
4= 41— a2z - 6 T3 e
—4
2
1 2 2 6 3 0
Somit erhalten wir () = % 2 1 -2 |ludR=QTA=]0 3 -9 |.
2 =2 1 0 0 6
(b) (2 Punkte)
5 1
TTAG=[-110]- [ 10 1 =5und GTAT=1[01 —1]- l -1 ] =3.
-8 —4

(¢) (1 Punkte)

Die Abbildung ist nicht symmetrisch, da fiir die Vektoren ' und @ laut b) o7 Aw = 5 # 3 = w’ A7

gilt, und damit kein Skalarprodukt.



