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Loésungsskizze
1. Aufgabe 01 o 13 Punkte
Gegeben sei die reelle Matrix A:=| 0 2 5 4
0 2 4 2

«

(a) Bestimmen Sie ein a € R so, dass [ -8 ] € Bild(A) ist.

Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform von A.

(b)

(c) A definiert eine Matrixabbildung A : R™ — R":; ¥ — AZ. Bestimmen Sie m und n.
(d) Bestimmen Sie Kern(A) und eine Basis von Bild(A).
(e)

e) Ist die Matrixabbildung A : R™ — R™; ¥ — AZ injektiv/surjektiv/bijektiv?

(a) (2 Punkte)

- Ly
-8 ] € Bild(A4), falls l -8 ] eine Linearkombination der Spalten von A ist. Fiir @« = —4 ist
[0} (67

= _9 1 _9
-8 | =(—2)- | 4 | (vierte Spalte von A). Also ist | —8 | € Bild(A).
—4 2 —4

(b) (3 Punkte)

fo 1 2 1 a1 01 2 1 I_a1 01 2 1 ot 0 1 0 -3
0 2 5 4|——|00 1 2|——|00 1 2|—=|0 01 2 | = NZSF(A)
L0 2 4 2 0 2 4 2 0 0 0 O 0 0 O 0

(¢) (1 Punkt)
Aus der Anzahl der Zeilen und Spalten von A (bzw. aus der Matrixmultiplikation) folgt m = 4 und

n=3.

(d) (4 Punkte)
Aus der NZSF(A) folgt, dass x2, x5 Kopfvariablen sind. Kopfvariablen als Linearkombination der Nicht-

kopfvariablen (z1,x4) darstellen: x5 = 324 und 25 = —2x4.
1 0
1. Basisvektor (setze x1 = 1,24 = 0): 8 , 2. Basisvektor (setze z1 = 0,24 = 1): _g
0 1
1 0
Kern(A) = span 8 , _g
0 1

Da in der zweiten und dritten Spalte der NZSF(A) die Kopfe stehen, bilden die zweite und dritte Spalte
von A eine Basis von Bild(A).
1 2
Basis(Bild(A)) = 2 |,| 5 .
2 4
(e) (3 Punkte)

A ist nicht injektiv, da nach (d) dim(Kern(A4)) =2 # 0 (bzw. Kern(A4) # {0}).
A ist auch nicht surjektiv, da dim(Bild(A4)) = 2 # 3 = dim(R3). A ist demzufolge auch nicht bijektiv,
da weder injektiv noch surjektiv.



Lineare Algebra fiir Ingenieure - Februar-Klausur WS 13/14 - Lésungsskizze

2. Aufgabe I 14 Punkte
Gegeben sei die Matrix B:= | -4 1 4 | € R33,
-4 0 5

(a)
(b)
()
(d)

)

d
(e

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix B.

Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und den Eigenraum zum betragsméflig kleinsten Eigenwert.
Ist B diagonalisierbar? .
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: M( t) = By(t) fir go = ¢(2) = [ 0 ] .

dt
o -2
Ist Kern(B) = {0}?

(a)

(3 Punkte)
-7 0 8 1 0 O
pe(A) =det(B — - I3) = det -4 1 4 |—-X|0 1 0
-4 0 5 0 0 1
—7—A 0 8
= det 4 1-x 4 Leplace - det ({ 8 ])
—4 0 5—\ 2. Spalte

=1 =N[(=7T=N(5-)) +32
— (A=A +20-3)=—B+N)(1—-A2=—-A—A24+5)1—3

(5 Punkte)
Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen von pp(A): Ay = =3 und A3 = 1.

Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist:
X Lo -l 11441

V>\2/3 = Kern(B—l-I3) = Kern —4 = Kern -4 0 4 = Kern
4 —11 —4 0 4 I114-41

(i1

(3 Punkte)

Nach (b) ist algVFH(Ay/3) = 2 = dim(V},,,) = geomVFH()y/3), da Ay 3 doppelte Nullstelle von pp ist
und der zugehdrige Eigenraum V), , von zwei linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird. Da fiir
jeden Eigenwert 1 < geomVFH < algVFH gilt, ist algVFH(A;) =1 = geomVFH()\;). Also stimmt die
algVFH mit der geomVFH fiir alle Eigenwerte von B iiberein und B ist somit diagonalisierbar.

O O

coo
|
oo~
[E—
S—

)

(d) (2 Punkte)
—2
Losung des AWPs mit der Eigenwertmethode. Wir stellen 0 | als Linearkombination von Eigenvek-
—2
—2 0 1 1
toren dar: =0(1|—=-2]0|==2]|01|=1p-
—2 0 1 1
1 —2
Als Losung des AWPs folgt: y(t) = —2e' =2 | 0 | =e!=2| o0
1 —2
(e) (1 Punkt)
Ja, da 0 kein Eigenwert von B ist.
3. Aufgabe 13 Punkte

Gegeben seien der Vektorraum V := { {

a as . .
ui 752 } a1, a2, a3 € ]R} sowie zwei Basen B;, By von V:

se=f{lo ¥ ][ LS e={lo o) LA O] [0 b

Weiterhin sei Lg, die darstellende Matrix einer linearen Abbildung L : V' — V beziiglich der Basis Ba:

(a)

o

-2 0 0
LBz = 0 1 ( .
0 O

Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Si, .5, beim Basiswechsel von B; nach Bs.

—

2
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(b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L beziiglich der Basis B; mithilfe von Sp, 5,
(c) Ist L invertierbar?

(a) (4 Punkte)
Es gilt Sg, B, = KB, 0 Kgll.

0 -2

— o ([ 8 22}):_2@,:[&] (1. Spalte von S, +5.)

J=rs ([ a]-[o %))

e ([ L 0]) - ke ([ 32}):5_5:[_?] (2. Spalte von S, 25,)
Vo) =K (lo o] o))

1
= l —1 ] (3. Spalte von Sg, 5,)
0

S ele) = a2 = Ko ([§ 5 ]) = (2§ %)

Somit ist

0 0 1
SB, 5B, = 0 1 -1
-2 -1 0

(b) (6 Punkte)
Es gilt

Weiterhin ist

0 0 1]1 0 0 -1 0|0 0 1 -2 0 -1]0 1 1
0 1 —1]o 1 o |2t o 1 —1]o 1 o Lyl o0 1 o]1 1 o0
-2 1 0[]0 0 1 0 0 111 0 o | I+ 00 1|1 0 O
1 0 o] -1 1 _1 1 1 _1
2 2 2 2 2 2
Do 1 0 101 0| AlsoSgl,e =] 1 1 0
_17 1 2
3 0 0 1 1 0 0 1 0 0

(¢) (3 Punkte)

Die Determinante einer linearen Abbildung ist gegeben durch die Determinante einer ihrer darstellenden
Matrizen. Also ist det(L) = det(Lp,) = —2 # 0. Also ist L invertierbar.

4. Aufgabe

6 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:

F1 . R2 — R:l s F2 . R:}

2a — b
0
3b

(a) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.

(b) Uberpriifen Sie, ob F, eine lineare Abbildung ist.

3
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(¢) Ist die Komposition F} o Fy definiert?

ai

(a) (3 Punkte) F} ist linear, falls F} additiv und homogen ist. Fiir { b
1

sl ]+ [n =m0t

2a1 — b1
= 0

3b1

,[ZQ } € R? und a € R gilt:
2

0
3(b1 + b2)

. aq a9
-n([5])en (%))
Fy ist also additiv.
) -n(m)-[ ]
b aby 3(ab) 3b1

Fy ist also auch homogen und folglich linear.

2(a1 + a2) — (b1 + b2) 1

2ao — bo
0
3bo

+

=an ([ 5])

(b) (2 Punkte)

s(l) (3] - (1) - ermemnCli]) = ([ [2])

F5 ist also weder additiv noch homogen und somit nicht linear.

(¢) (1 Punkt) Nein, da der Bildraum von Fy (= R<a[x]) nicht im Urbildraum von F; (= R?) enthalten ist.

5. Aufgabe 6 Punkte
Bestimmen Sie jeweils, ob die Aussage wahr oder falsch ist. Begriinden Sie Thre Antwort.
(a) Ist A € R?? eine orthogonale Matrix, so ist det(A4) = 0.
(b) Ist ¥ ein Eigenvektor der Matrix B € R*?2 zum Eigenwert 2, so ist ¥ ein Eigenvektor der Matrix B3 zum
Eigenwert 8.
(c) Ist C' € R?? diagonalisierbar, so ist C invertierbar.

(d) Eine lineare Abbildung D : U — W mit dim(U) = 3 und dim (W) = 2 kann nicht injektiv sein.

(a) (1 Punkt)
Die Aussage ist falsch. Als Gegenbeispiel betrachte man A = { é

= O

},dannistATA: [é (1)} {(1) (1)]:

[ é (1) }, also ist A orthogonal und det(A) = 1.

Alternativ: Jede orthogonale Matrix A € R?? ist invertierbar mit A= = AT also ist det(A) # 0.

(b) (2 Punkte)
Die Aussage ist wahr. Da ¥ ein Eigenvektor der Matrix B zum Eigenwert 2 ist, gilt BY = 2¢. Also gilt
auch
B3¢ = B*(B%) = B*(20) = B(B(2¥)) = B(2B%) = B(4¥) = 4B7 = 87.

(¢) (1 Punkt)
Die Aussage ist falsch. Betrachte C' = [ (1] 8 } C ist bereits diagonal, aber C' ist nicht invertierbar
(det(C) = 0).

(d) (2 Punkte)
Die Aussage ist wahr. Falls D injektiv wire, miisste dim(Kern(D)) = 0 gelten. Dann folgt aus dem
Dimensionssatz dim(U) = 3 = dim(Kern(D)) + dim(Bild(D)) = 0 4+ dim(Bild(D)) < dim(W) = 2.
Widerspruch!
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6. Aufgabe

Gegeben sei der euklidische Vektorraum R<s[x] ausgestattet mit dem Skalarprodukt
cf
und mit B := {(11 =2z, q0 1= %.’1;2 — %,pg =% 4 x+ 1} cine Basis des R<a[z].

. . 1
<(,1;1;‘) +bx + ¢, dz® + ex + )‘> = ad + 51)(% +

8 Punkte

(a) Zeigen Sie, dass ¢; und ¢, orthonormiert (d.h. orthogonal und normiert) bzgl. des gegebenen

Skalarprodukts (-, -) sind.

Uberfiithren Sie B = {q1, ¢2, p3 } mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens in eine Orthonormalbasis Bonp =

{d1,d,q3} des Res[z] bzgl. des gegebenen glxal(uplodukts (-, ).

Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von p = —22 + 22 + 1 bzgl. der Basis Bons.

(3 Punkte)
Zu zeigen: (g;,q;) = 0;5 fiir alle 4, j = 1,2.

(1, q1) = <\/_x\/_:r>—0 0+—\/_\/_+0 0=1

<Q2,Q2>=<ﬁm2—7,%x2_%>: 0. 0+<_ 1

<Q27Q1>=<Q17Q2>=<\/—x\/_ \}_>: .E_i_

(3 Punkte)
In (a) wurde bereits gezeigt, dass ¢; und ¢ orthonormiert sind.

V2040

,_.
N’l’_' l\DIr—\

1 1
l :x2+x+1—<x2+m+1,\/§x>\/§x—<x +x+1,—
’ \/5 V2

:x2+x—|—1—2<x2—|—x—|—1,x>x—%<x2+x+1,1‘2—1>(az2—1)

1 1 1
:m2+x+1—2<1.0+§~1-1+1.o)x—§(1.1+§.1.0+1.(—1)>(x2—1)
2 1 1 2 2
=z +x+1—2-§-x—§-0~(x —1):m +1
2?2 +1 1 9 1 1
= = P 41) = =2+ —
° @+ =757+ 5

2241 1
I I \/1-1+§~0~0+1.1

BONB = {ql 42 vQB} = {\/51'7 \/Lilj - %7 \/Lixz + %}

(2 Punkte)
Fiir den gesuchten Koordinatenvektor pi, .y gilt:

1
(Pone)1 = (—2* +22+1,V20) = (-1)- 043 -2-V2+1-0= V2

1 1 1
2 2
=(—z"+2x+1, xr° — 1) —=+--1-0+1
(Poxn): < V2 \/§> =D V2 2
( ) —<—x2+2x+1 19@2+L>—( 1) LI
PBong )3 ’\/5 \/§ \/§ 2

5)
g

(_

7)

7 (&

[\)

0

)

=1



