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1. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben seien die invertierbare Matrix A :=
(a) Bestimmen Sie A1

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems AZ = b.

1 0 1
-2 1 2

4
€ R?3 und der Vektor b = [ -2
1 0 1

(c) Bestimmen Sie Bild(A) und eine Basis von Kern(A).

(a) (4 Punkte)

1o 1fr oo} o [1 0 1)1 0 0]y [1 0 1)1 0 0
2 1 2]/0 1 0 + 01 42 1 0| 250 1 4|2 1 0
-1 0 1{0 0o 1 | MW+ ] 0 0 2|1 0 1 00 1|2 0o 1
1 _1 1 _1
N 1 0ot o : e 0 4
01 0/0 1 -2 = Al'=]0 1 =2
I1—4I11 1 1 1 1
00 1/3% 0o 1 10 3
(b) (2 Punkte)
AZ=b & A MAZ=A"besz=A"1b
1Ainv. L
. 10 -} 4 1 1
7= 0 1 -2 -2 [ =] -6 L= —6
10 1 2 3 3

(¢) (3 Punkte)
Da A invertierbar ist, gilt Bild(A) = R® und Kern(4) = {6} Also ist Basis(Kern(4)) = 0.

2. Aufgabe 10 Punkte

Sei B € R3? eine reelle Matrix mit den Eigenwerten —1,3,3 und seien

1 1
Vi=_1 = span 0 ,  Va=3 = span 1
1 0

die zugehorigen Eigenrdume.
(a) Ist B invertierbar?
(b) Ist B diagonalisierbar?

(c) Gibt es einen Vektor ¢ € R3, sodass das lineare Gleichungssystem BZ = & unendlich viele Losungen

besitzt? 0
(d) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: ((]]—5[/(1‘) = By(t) fir 4o = y(—3) = [ —} ] .
(e) Ist det (—3BB*) =07

(a) (1 Punkt)
Ja, da 0 kein Eigenwert von B ist.

(b) (2 Punkte)
Damit B diagonalisierbar ist, muss folgendes gelten: algVFH = geomVFH fiir alle Eigenwerte von B.
Nach Voraussetzung ist 3 ein Eigenwert von B mit algVFH(A = 3) = 2 # 1 = geomVFH(A = 3). Also
ist B nicht diagonalisierbar.

(¢) (2 Punkte)
Nein, da B nach (a) invertierbar ist, d.h. NZSF(B) = I3. Somit gibt es fiir jeden Vektor ¢ € R? genau
eine Losung & € R? der Gleichung BZ = ¢.
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(d) (2 Punkte)

Losung des AWPs mit der Eigenwertmethode. Wir stellen | —1 | als Linearkombination von Eigenvek-
1

0 1 1
toren von B dar: l—l 1 = lo ] — [ 1 ] = o .
1 1 0
1 1 o(~1)-(t+3) _ o3(t43)
0 | — 3(t+3) 1 ] _ l _e3(t+3) ]

Als Losung des AWPs folgt: y(t) = e(=1(t+3)
1 0 o(—1)-(t43)

(e) (3 Punkte)
Nein, da nach (a) B invertierbar ist, d.h. det(B) # 0. AufBlerdem gilt det(B) = det (BT) # 0 und

det (—%BBT> = (—%)3-det (B) - det (BT) = <—%>3det(3)2 #0.

3. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben seien der Vektorraum R<s[z], die Basis C := {3,;{: — 1,22 — 2+ 2} des R<g[x] sowie die lineare
Abbildung F' : R<o[z] — R<o[z] mit

F(3)=22*+4, Flx—1)=—-2>-2, F*—2+2)=-22"+2z 4.

(a) Bestimmen Sie zwei Elemente in Kern(F').
(b) Bestimmen Sie zwei Eigenwerte von F' und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor.

(c) Ist die darstellende Matrix Fe von F bzgl. der Basis C surjektiv?

(a) (4 Punkte)
Da F eine lineare Abbildung ist, ist 022 + 0z +0 = 0 € Kern(F). Auferdem gilt:

0=22%+4+2(—2%-2)
=F(3)+2-F(x—1)
=F(3+2(z—1))
=F(2z+1)

Also liegt auch 2z + 1 im Kern von F.

(b) (4 Punkte)
Da 2z + 1 im Kern von F liegt, gilt F (2z+1) = 0- (22 + 1), d.h. 0 ist ein Eigenwert von F mit
Eigenvektor 2z + 1. Auflerdem ist laut Aufgabenstellung F (:c2 —x+ 2) =-2-(z2-2+2), dh. -2
ist ein Eigenwert von F mit Eigenvektor 22 — 2 + 2.

(¢) (2 Punkte)
Nein, da nach (b) (bzw. (a)) 0 ein Eigenwert von F' ist. Also ist F' nicht injektiv und der Dimensionssatz
liefert dim(Bild(F)) < 2 # 3 = dim(R<s[z]), also ist F' auch nicht surjektiv. Somit ist auch jede
darstellende Matrix von F' nicht surjektiv, insbesondere also Fp.

4. Aufgabe 12 Punkte

. - . a b .
Gegeben seien der drei-dimensionale Vektorraum V := { L (} la,b,ce R}, die Menge

B = {E 712} , {8 g} : {? 712}} und die lineare Abbildung L : V — V; A — A.

Zeigen Sie, dass B; eine Basis von V ist.

(a)
b) Bestimmen Sie die Koordinatenabbildung von V' bzgl. der Basis By von V.
g g
) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L bzgl. der Basis B;.

)

Sei Bs eine weitere Basis von V. Bestimmen Sie den Urbildraum und Bildraum der als Matrixabbildung
aufgefassten Transformationsmatrix Sg,—.3, .
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(a) (5 Punkte)
Es gilt

1 -=2| (0 2| |0 -2

b AR e
also ist By C V. Da B; drei Elemente enthilt und V' drei-dimensional ist, reicht es zu zeigen, dass die
Vektoren in B; linear unabhéngig sind. Dies fiihrt auf das LGS

o 1 -2 ta 0 2 Ta 0 -2 . aq —2a1 + 200 — 203 _ 0 0
o1 210 0 311 1] 7 |ag + as a1 + as “10 0

1 0 0 o 0
=1-2 2 2| a|=]0
1 0 1 o 0

Nun bringen wir die KM auf NZSF:

0

10 0 10 by [1 00 10 0
209 oIty o o |25 01 -1 |20 1 0
10 1™ loo0o 1 00 1 00 1

Das homogene LGS hat damit genau die triviale Losung a; = as = a3 = 0, sodass die gegebenen
Vektoren linear unabhéngig sind. Also ist B eine Basis von V.

(b) (3 Punkte)

1 -2 n 0 2 n 0 -2 aq —2a1 + 209 —2a3| _|a b
Yo 200 o] T 1|7 a1 + as a1 + as T e ¢

1 0 O a1 a

=122 2| a | =10

1 0 1 a3 c
10 0la 10 0] a ) 10 0| a 10 0] a
202 —2|b |2 10 2 —2|b42a | 2|0 1 -1 bize | PG g )by,
10 1le|! ™P 100 1]c-a 00 1|lc-a 00 1|lc—a

KBl : \%4 — R3
{a b} p
— 3 +c .
c c 2.
(¢) (2 Punkte)
Es gilt Lg, = K, o Lo Kgll. Da L die identische Abbildung ist, folgt sofort Ly, = K, o Lo Kgll =
Kp, OKgI1 = 1. Also ist

Lp, =

O O =
o = O
—_— o O

(d) (2 Punkte)
Sp, 5, : R? — R3, da dim(V) = 3, also sind der Urbildraum und der Bildraum gleich R3.

5. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben seien der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt und eine Basis

1 1 0 ‘
B ={d1:=|1|,th:=]0|,05:=1]1 von R3,
0 1 1

(a) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Basis B an, um B in eine Orthonormalbasis Bonp zu

tiberfiithren.
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(b) Bestimmen Sie eine QQ R-Zerlegung der Matrix C' :=

(c) Bestimmen Sie dim(Bild(C)).

(a) (5 Punkte)

Normieren von o7

Es ist ||t} || = \/(¥1, 1) = V2, also ist ¢ =

Lot fillen auf ¥5:

!

ly = Uy — (U2, 1)@
1
1
=0 | = 5
1
Normieren von l;:
Bs st ||l = \/{l2, o) = ¥, also st ¢ =

Lot fillen auf vs:

Iy = U3 — (U3, §)q1 — (T3, ) o

U]
1 17\@
[0 ] 1
| %.1 Ll
1 0

Normieren von [s:

B st [l = /{55, T5) = . also st G =

Antwort:

Also ist Bong = % 11,

(b) (3 Punkte)

O = =
_ O =

V2
2:4/3

2-3

Da die Spalten von B die Vektoren 7,
1

1 _a
Vi V6 VB
N DU T O
Q=% "% v
0 2 1
5 V3

1

V2

R=Q"T.C= %

1

V3

(¢) (1 Punkt)

Sk ¢ Sk
Sk &l

o

U

O ==

und

— o
= = O

U3

sind,

. Fur die obere Dreiecksmatrix erhalten wir

=

o

ergibt sich die
11
V2 V2
3 1
V6 V6
2
0 7

Da B eine Basis des R? ist, muss C invertierbar sein und somit ist dim(Bild(C)) = 3.

Matrix
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6. Aufgabe 10 Punkte

(a) Uberpriifen Sie, ob die Abbildung G : R<a[z] — R*2; a2 + bx +c+> | “ X ’ {,,B |
(b) (i) Uberpriifen Sie, ob M; := {D € R?? | 1 und 2 sind Eigenwerte von D} ein Teilraum des R?? ist.

(i) Uberpriifen Sie, ob My := {az? + bz + ¢ € R<s[z] | 2a — b = 3¢} ein Teilraum des R<o[z] ist.

} linear ist.

(a) (2 Punkte)
Es gilt G(0) = [ 8 _01 } # [ 8 8 } Somit ist G nicht linear, da das Nullelement einer linearen
Abbildung immer auf das Nullelement abbildet.

Alternativ: Es gilt

G =c@+a) =5 S]] 5] =6E)+6 ) =260,

G ist also weder additiv noch homogen und somit nicht linear.

(b) (8 Punkte)
(i) (3 Punkte)
M, ist kein Teilraum des R?-2. Betrachte folgendes Gegenbeispiel. Es gilt

1 0
|:0 2:|€M17

da bei oberen Dreiecksmatrizen die Eigenwerte auf der Diagonalen liegen, also jeweils 1 und 2. Jedoch

besitzt
1 0 1 0 1 0 2 0
2{0 2]_{0 2}“{0 2]_[0 4}
die Eigenwerte 2 und 4 (insbesondere sind weder 1 noch 2 Eigenwerte). Also ist M7 weder abgeschlossen

bzgl. der Addition noch abgeschlossen bzgl. der Skalarmultiplikation und somit kein Teilraum des R?2.
Alternativ: In jedem Teilraum muss das Nullelement (Nullvektor) enthalten sein. Die Nullmatrix

[ 8 8 } besitzt aber den doppelten Eigenwert 0 und liegt somit nicht in Mj.

(ii) (5 Punkte)
Um zu zeigen, dass My ein Teilraum des R<o[z] ist, tiberpriifen wir die drei Teilraumeigenschaften.
e M5 ist nichtleer:
Es gilt 2-0—0 = 3-0, also ist 022 + 0z + 0 € My, d.h. My # 0.

e M, ist abgeschlossen bzgl. der Addition:
Seien a12? 4 b1z + c1, a9 + box 4+ co € Mo, d.h. 2a; — by = 3¢; und 2as — by = 3cy. Dann ist auch
(a12% + brz + ¢1) + (agx? + box + ¢c2) = (a1 + az)x? + (by + ba)x + ¢1 + o € Mo, da

2((11 + CLQ) — (b1 + b2) = (2(11 — bl) + (2(12 — bg) =1 + Co.

e ), ist abgeschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation:
Seien o € R und ax? + bz 4 ¢ € My, d.h. 2a — b = 3c. Dann ist auch
a(az?® + bx + ¢) = (aa)z? + (ab)z + (ac) € Mz, da

2(aa) — (ab) = a(2a — b) = a(3c) = 3(ac).

Also ist My ein Teilraum des R<s[x].



