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Korrektur




1. Aufgabe

(7 Punkte)
Gegeben sei die invertierbare Matrix A:
1 -2 0
A=[-6 12 1| eR*.
0 1 0
(a) Bestimmen Sie die Inverse Matrix A~! mit Hilfe des GauB-Algorithmus.
(b) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A) und geben Sie Kern(A) an.
(c) Ist det(A - AT) = 0?7 Wenn nein, geben Sie det(A - AT) an.
Losung:
(a) [3 Punkte]
Es gilt
1 -2 0|1 0 0 1 -2 0|1 0 O
AIl=1|-6 12 1]0 1 ol ™% o 0o 1|6 1 0
0 1 00 0 1 0 1 0(0 0 1
1 -2 0|1 0 O
o 1 0fo 01
0 116 1 0
1 0 01 0 2
2000 1 0l0 0 1] =[1]A7Y.
00 1|6 10

(b) [1.5 Punkte]
Da A invertierbar ist , gilt Bild(A) = R3. Eine mogliche Basis wire die Standardbasis,

1 0 0
Basis(Bild(A)) = 0Ol,{1].,10
0 0 1

Weiter folgt aus der Invertierbarkeit, dass A injektiv und somit Kern(A) = {0} ist .
(c) [2.5 Punkte]

Da A invertierbar ist, gilt det(A) # 0 und es gilt immer det(AT) = det(A) # 0. Weiter
folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz, dass det(A- AT) = det(A) det(AT) #
0 ist. Nun gilt mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz, dass

1 — 2 0 Entwicklung 1 o 2
det A=det | —6 12 1| """ (1) . det (0 ) )
0 1 0

= (-1)-(1-1-0-(-2)) = —1.
Also erhilt man det(A - A7) = det(A) det(AT) = 1.

2. Aufgabe (9 Punkte)
Gegeben sei die Matrix
1 00
B=10 2 0] eR*.
0 1 3

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B sowie die zugehorigen Eigenrédume.

(b) Existiert eine Basis aus Eigenvektoren des R3? Wenn ja, geben Sie eine solche an.



(c) Ist B diagonalisierbar? Wenn ja, geben Sie D und S der Diagonalisierung
B=S-D-5*

an. Hierbei muss die Matrix S~! weder berechnet noch angegeben werden!

(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

. 3
diy(t
W _ pi), o= g3) = [ -3
dt 4

Losung:

(a) [4 Punkte]
Da B eine untere Dreiecksmatrix ist, stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen. Also
sind die Eigenwerte 1,2 und 3.

Fiir die Eigenrdume erhalten wir

0 00 0 0 0
Vyiz1i=Kern(B—I)=Kern |0 1 0] =Kemm |0 1 0
0 1 2 0 01
1
= span 0 ,
0
-1 0 0 1 00
Viy—2o =Kern(B—2-I)=Kern| 0 0 0| =Kem |0 1 1
0 1 1 0 0 0
0
= span —1 ,
1
-2 0 0 1 00
Vigms =Kern(B—3-I)=Kern| 0 -1 0| =Kern |0 1 0
0 1 0 0 00
0
= span 0
1

(b) [1 Punkt]

Ja, da die geometrische Vielfachheit jedes Eigenvektors gleich eins und somit gleich
der algebraischen Vielfachheit ist. Eine mogliche Basis wére

1 0 0
Of,{-1],10
0 1 1

(c) [2 Punkte]

Ja, da die geometrische Vielfachheit jedes Eigenvektors gleich eins und somit gleich
der algebraischen Vielfachheit ist. Die Matrix D ist eine Diagonalmatrix auf deren
Diagonale die Eigenwerte von B stehen, d.h.

D =

O O =
o N O
w o o



Die Matrix S hat in der i-ten Spalte einen Eigenvektoren des Eigenwerts aus der i-ten
Spalte von D stehen, d.h.

1 0 0
S = -1 0
0 1 1
(d) [2 Punkte]
3
Wir stellen den Vektor | —3 | als Linearkombination von Eigenvektoren von B dar:
4
3 1 0 0
-3 =310]+3[-1]+10
4 0 1 1
Die Lésung ist dann gegeben durch
1 0 0
g(t) = 3 . 81.(t_3) O _|_ 3 . 62'(t_3) _1 + 1 . 63'(t_3) O
0 1 1
3el=3
— —362'(t_3)

3. 2(t=3) 4 3:(t-3)

3. Aufgabe (7 Punkte)

Gegeben seien die linearen Abbildungen

a
F:R3 = Reolz]; b (c—ba®+(b—a)z+(a—c),
c
a
Fy :Reolz] = R3 ax?+br+c— 2b+a
3c+2b+a

(a) Bestimmen Sie die vollstindige Abbildungsvorschrift von Fj o F.
(b) Bestimmen Sie Kern(F}) und geben Sie eine Basis von Kern(F}) an.
(c¢) Bestimmen Sie dim(Kern(F})) und dim(Bild(F})).
(d) Ist Fy injektiv/surjektiv/bijektiv?

)

(e) Tst Fy invertierbar? Wenn ja, bestimmen Sie F| *.
Losung:

(a) [2 Punkte]
Es gilt

F1 o Fg : Rgg[x] — RSQ[I];

a
ar? +bx +c— By (Fg(ax2+b:r+c)) =F 2b 4+ a
3c+2b+a

= 3ca? + 2bx — (3¢ + 2b).



(b) [1.5 Punkte]
Wir bestimmen zunéchst Kern(F}):

a
Kern(Fy) = bl eR? | (c—b)2*+(b—a)r+(a—c)=0
c
a 1
= bl eR®|c=b, b=a, a=cy =span 1
1
Somit ist eine Basis gegeben als
1
Basis(Kern(F)) = 1
1
(c) [1 Punkt]
Aus (b) erhalten wir dim(Kern(F;)) = 1 und mit Hilfe der Dimensionsformel ergibt
sich

dim Bild(F;) = dim(R?) — dim(Kern(F})) =3 — 1 = 2.

(d) [1.5 Punkte]

Aus (¢) erhalten wir Kern(F;) # {0}, d.h. F} ist nicht injektiv. Weiter folgt mit
dim(Bild(F1)) = 2 < 3 = dim(R<2[z]), dass F} nicht surjektiv ist. Insgesamt kann F;
nicht bijektiv sein, da weder injektiv noch surjektiv.

(e) [1 Punkt]
Aus (d) erhalten wir, dass F} nicht bijektiv und somit auch nicht invertierbar ist.

4. Aufgabe (7 Punkte)
Gegeben sei V := {A € R%? ! A= AT} mit der Basis

S 10\ » (1 1\ (20
5= = (o 0) =G0 5= (0 0)

und die lineare Abbildung
Lvov: (20 o[
) ’ b ¢ c b))’

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg von L bzgl. der Basis B.

(b) Geben Sie die komplette Abbildungsvorschrift der inversen Koordinatenabbildung K !
an.

Loésung:

(a) [5 Punkte]
Anhand des folgenden Diagramms




erhilt man die Formel
Lg=KpgoLoKg"

Wir bestimmen Lp spaltenweise:

Also ist
1 0 3
Lp=10 1 1
00 -1
(b) [2 Punkte]
Es ist
Kg' R =V,
a
10 11 2 0\ _ f(a+b+2ec b
i H“(0 0>+b<1 1>+C<0 1)‘( b b+c>'
5. Aufgabe (8 Punkte)
Sei (-,-) das Standardskalarprodukt des R? und
1 1
V2 V2 0
Y B | b — 1 B -—
B — bl - — % ,b2 = —% 7b3 = (])-
0 0

eine Basis von R3.

(a) Zeigen Sie, dass B eine Orthonormalbasis des R? beziiglich (-, -) ist.
(b) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von

1L

V2 V2

_ |2 1
A= BT 0
0 0 1

(c¢) Bestimmen Sie die vollstdndige Abbildungsvorschrift der Koordinatenabbildung Kpz.



Losung:

(a) [4 Punkte]
Es gilt zunéchst

1610 = /(Bu. 51y = \/<\}§>2+ (\}E>Q+oz _1,

15311 =/ (B, Ba) = \/<\j§>2+ (_&)2%2 .
3]l = /(B Bs) = V02 + 02+ 12 = 1.

Weiter erhilt man

Da (-,-) symmetrisch ist folgt insgesamt <I_7;,l_);> =0 fiir 4,5 € {1,2,3} mit ¢ # j. Da
B nach Voraussetzung eine Basis ist, ist damit gezeigt, dass es eine Orthonormalbasis
des R3 ist.

(b) [2 Punkte]
Da die Spalten der Matrix A nach Aufgabenteil (a) bereits eine Orthonormalbasis des
R? bilden, gilt A = Q. Also ist R in der QR-Zerlegung gegeben als

1 0
R=10 0
0 1

O = O

(¢) [2 Punkte]
Da wir aus (a) wissen, dass B eine Orthonormalbasis ist, gilt

Kp:R® = R3,
o atb
a <17, b1> V2
U= b = <27a 52> = L\;ib
c (V,b3) .
6. Aufgabe (7 Punkte)

Gegeben seien die Mengen

Ty={CeR*?|C=C"}, T ::{(“) € R?

xr1,To € Z} ,
x2

T3 := {CL{L‘Q-FbGRSl[{L‘] | b= 1}.

(a) Uberpriifen Sie, ob T} ein Teilraum von R>? ist.
(b) Uberpriifen Sie, ob Ty ein Teilraum von R? ist.

(c) Uberpriifen Sie, ob T3 ein Teilraum von R<[x] ist.

Hinweis: Die Menge Z ist gleich der Menge der ganzen Zahlen.



Losung:

(a) [4 Punkte] Wir iiberpriifen die Teilraumeigenschaften.

e Da

11
(1 1) €,

ist T nicht leer.
e Seien A, B € V. Dann gilt

(A+B)T = AT + BT = A+ B,

d.h. Ty ist abgeschlossen beziiglich Addition.

Alternativrechnung: Seien A = @ az , B= bi by € T1. Dann gilt
az as by b3

T
+b1 as+b a1 +by as+0b

ALpT— ((wtb aztbs _(mtb aatb) o

(A+B) <<a2+b2 az + b3 az +ba a3+ b3 *

e Seien A € T1 und « € R. Dann gilt
(@A)l = aAT = aA

d.h. T7 ist abgeschlossen beziiglich skalarer Multiplikation.

ai

Alternativrechnung: Seien A = < a2) € Th und « € R. Dann gilt

az as

T
(aA)T _ <<aa1 aa2>> _ (aal aa2> — qA.
aaz  asg Qa2 «as
Da T} alle Eigenschaften erfiillt, ist 77 ein Teilraum von R22,
[1.5 Punkte]

Es gilt fiir v = (1

1>€Tgunda:§€R,dass

aU:<>§ZTQ.

Also ist T, nicht homogen und somit kein Teilraum von R2.

[1.5 Punkte]

Da 0 = 0z + 0 ¢ Ts, ist das notwendige Kriterium eines Teilraumes nicht erfiillt.
Deswegen ist T3 kein Teilraum von R<q[z].

Alternativ: Sei aw = 2 und p(x) := 0z +1 € T3. Dann gilt 2 p(z) = 0x +2 ¢ T3. Somit
ist T3 weder homogen noch additiv, also kein Teilraum von R<;[z].

N[ D=



