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1. Aufgabe 8 Punkte

1 2 0 1 =3 ) . 3 )

Gegeben seien die Matrix A:= | -2 -4 0 1 3 | € R*® und der Vektor b:= | 0 | € R3.
3 6 1 3 -6 8

(a) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [ A |b] in normierte Zeilenstufenform.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems AZ = b.
(¢) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

(d) Gibt es einen Vektor @ € R3, sodass das lineare Gleichungssystem AZ = ¢ keine Losung besitzt?

(a) (3 Punkte)

B 1 2 0 1 -3 eer [120001 3137 0 [1 20 1 3] 3
Ap =] -2 -4 0o 1 3o | X210 0 0 3 -3|6 - 00 0 3 -3| 6
3 6 1 3 —6/8 36 1 3 —6]8 001 0 3|-1
1 201 -3 3] [1 201 -3 3 1 2 0 0 —2| 1
II<+III I-IIT -
Zethto o010 3|-1 |20 0 10 3|-1 0 0 1 0 3|-1|=NzSF(A]3)
00 03 —3| 6 000 1 —1| 2 00 0 1 —-1] 2

(b) (3 Punkte)
Ausgehend von der NZSF in a): Die Nichtkopfvariablen parametrisieren die Losungsmenge. Setze: xo :=
s, x5 :=t, € R. Dann gilt fiir die Kopfvariablen: 1 +2s -2t =12, =1—-2s+2t, 23+ 3t = -1 &
xg3=—1—3tund 24 —t =2 < x4 = 2+ t. Somit ist die Losungsmenge des LGS:

1—2s+2t 1 —2 2
s 0 1 0
L= —-1-3¢ s,teR» = -1 | +s 0 |+t]| -3 s,teR
2+t 2 0 1
t 0 0 1

(¢) (1 Punkt
Eine Basis von Bild(A) wird durch die Spalten der Matrix A gebildet, bei denen in der NZSF ein Kopf

LD
0ol,]1

1 3
(d) (1 Punkt)

Nach c) enthélt eine Basis von Bild(A) drei Vektoren. Somit ist dim(Bild(4)) = 3 = dim(R?). Also gibt
es keinen Vektor ©' € R3, der nicht im Bild von A liegt. Folglich ist das LGS AZ = ¥ immer 16sbar.

1
steht. Nach a) sind dies die erste, dritte und vierte Spalte von A. Somit ist { [ -2 ] ,
3

eine Basis von Bild(A4).
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2. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben sei die Matrix B := { 0 7 -6

(a)
(b)
(c)
(d)

(e)
(f)

4 1 =2

0 O 4

Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

Bestimmen Sie den Eigenraum zum kleinsten Eigenwert von B.

1
Zeigen Sie, dass | 3
Zeigen Sie,

0
Ist B diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine invertierbare Matrix S und eine Diagonalmatrix D mit
B=SDS! an.

ein Eigenvektor von B ist.

Ist B invertierbar?

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

1 (t ;
W _ By, o = 7(3) = { 0 ] :

dt

(1 Punkt)
B ist eine obere Dreiecksmatrix, also stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen: A; /5 =4 und A3 = 7.

(2 Punkte) Fiir den Eigenraum zum Eigenwert ;5 gilt:

0o 1 -2
0 3 —6 HEIKern
0 0 0
1 0
= span 01, 2
0 1

7 1
(1 Punkt) B =|21|=7|3]|.
0 0
1

Also ist| 2 | ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 7.
0

Vi, ., = Kern {B = A1y2 -13} = Kern{

o O o
O O

|
O O N
| I
——

1
3
0

(3 Punkte) B ist diagonalisierbar, falls die algVFH gleich der geomVFH fiir alle Eigenwerte ist. Nach
a) bzw. b) ist A /o eine doppelte Nullstelle des char. Polynoms und die algVFH von Ay, ist somit 2.
Die geomVFH von )/, ist ebenfalls 2, da nach b) der zugehérige Eigenraum zweidimensional ist. Die
algVFH von A3 ist nach a) gleich 1. Da die geomVFH eines Eigenwerts maximal so grof} ist, wie die
algVFH, aber mindestens 1, ist auch die geomVFH von Az gleich 1. Also stimmt die algVFH mit der
geomVFH fiir alle Eigenwerte iiberein und B ist folglich diagonalisierbar.

1 0 1 4 0 O
Eine Diagonalisierung von B ist: B = SDS™! mit S = l 0 2 3|,D=]|0 40 ] .
0 1 0 0o 0 7

(1 Punkt) B ist invertierbar, falls bijektiv. Alle Eigenwerte von B sind verschieden von 0. Der Kern
von B besteht daher nur aus dem Nullvektor und B ist injektiv. Aus dem Dimensionssatz folgt, dass B
auch surjektiv und damit bijektiv, also invertierbar, ist.

2
(1 Punkt) Losung mit der Eigenvektormethode: | 6 | ist Eigenvektor von B zum Eigenwert 7 . Daraus
0

2 237('5_3)
folgt: y(t) = X9 l 0 ] - l 67 1 |
0 0
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3. Aufgabe 6 Punkte
0 -1 0 0 -‘
.. . . 2 7 1 1 A .
Fiir den Parameter o € R sei C := ' , . e R%4,
[ a —-9a -4 -3
—1 —8 1

(a) Berechnen Sie die Determinante von C' mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz.
(b) Fiir welche av € R sind die Spalten von C' linear abhéingig?
(c¢) Fiir welche o € R ist C' invertierbar?

(d) Berechnen Sie fiir & = —2 die Determinante von —2C7T.

(a) (2 Punkte)

0 -1 0 0
2 7 1 1 2 L !
det(C) = det o -9 4 _3 = (—=1)(—1) det a —4 =3

-1 1 0

Entwicklung nach der ersten Zeile
:1-det<{ _CI "11 D +(71)-(73)-det([ _f } D =a—-4+302+1)=a+5.

Entwicklung nach der dritten Spalte

(b) (1 Punkt)
Die Spalten von C sind genau dann linear abhéngig, wenn det(C) = 0, also genau dann, wenn o = —5.

(¢) (1 Punkt)
C ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante von 0 verschieden ist, also fiir alle & € R, v £ —5.

(d) (2 Punkte)
Nach a) ist fiir @ = —2 det(C) = 3. Somit ist det(—2CT) = (=2)*det(CT) = (—2)*det(C) = 16-3 = 48.
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4. Aufgabe 7 Punkte

Sei V= {A € R2>2‘A ist obere Dl"eiecksnmtrix} mit der Basis B := {{ 8 é } , { 8 (2) } , { 78 (J; }}

(a) Bestimmen Sie ausgehend von B eine Orthonormalbasis Bong von V beziiglich des Skalarprodukts

) - a b d e o 1 1 1 o
() VXV 3R, <{ 0. } ; [ 0 f }>‘ = 1—8(1,(I+ E[)(€+ E(f

(b) Beschreibt die Abbildung
(), VXV =R, <{ ((L) f) ] ; [ g ; }> = dad + 2be

ebenfalls ein Skalarprodukt auf V7

(a) (5 Punkte) Wir bestimmen mit Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis:

ot el 11 122)

e [ e 2 ][ )

Q%} (5 2]-18 Y]

b= 1m0 1L Dl 2] S e -1 ]

0 1
DamiterhaltenwirBONBZ{[g g},[g (1)}7[_8 (1)]}

(b) (1 Punkt)
Es gilt: <{ 8 (1) ] , { 8 (1) ]> = 0. Also ist die Abbildung nicht positiv definit und somit kein Skalar-
produkt. .



