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1. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben seien die invertierbare Matrix A und der Vektor ~b, definiert durch

A :=


1 −1 0 0
0 0 0 2
0 6 1 0
1 0 0 0

 ∈ R4,4, ~b :=


1
1
1
1

 ∈ R4.

(a) Bestimmen Sie die inverse Matrix A−1 mit Hilfe des Gauß-Algorithmus.

(b) Bestimmen Sie dim(Bild(A)) und geben Sie Kern(A) an.

(c) Geben Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems A~x = ~b explizit an.

Hinweis: Man kann das Ergebnis aus (a) verwenden.

2. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei die Matrix

B :=

1 1 0
0 1 2
0 0 2

 ∈ R3,3.

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

(b) Bestimmen Sie alle Eigenräume zu den Eigenwerten von B und geben Sie die geome-
trische Vielfachheit der jeweiligen Eigenwerte an.

(c) Ist B diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine invertierbare Matrix S und eine Diago-
nalmatrix D mit B = SDS−1 an.

(d) Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

d~y(t)

dt
= B~y(t), ~y0 = ~y(2) =

4
2
1

 .

3. Aufgabe 6 Punkte

Gegeben seien die folgenden Abbildungen

F1 : C→ R2,2, a + ib 7→
(
a b
1 a− b

)
,

F2 : V → R,
(
a b
b a

)
7→ a− b,

wobei V definiert ist durch

V :=

{(
a b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
.

(a) Überprüfen Sie, ob F1 eine lineare Abbildung ist.

(b) Überprüfen Sie, ob F2 eine lineare Abbildung ist.

(c) Bestimmen Sie Kern(F2) und Bild(F2).



4. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben sei die Matrix

A =


1 − 1√

2
1
2

1 0 0

1 1√
2

1
2

 ,

deren Spalten

B :=

~b1 :=

1
1
1

 ,~b2 :=

−
1√
2

0
1√
2

 ,~b3 :=

1
2
0
1
2




eine Basis des R3 bilden.

(a) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von A bzgl. des Standardskalarproduktes mit Hilfe
des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens.

(b) Berechnen Sie |det(A)| mit Hilfe von Teil (a).

Hinweis: Falls Sie (a) nicht gelöst haben, dann nutzen Sie die Matrizen

Q =


1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

 , R =


√

3 0 1√
3

0 1 0

0 0 1√
6

 .

5. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben seien der Vektorraum

V :=
{
ax3 + bx2 + cx + d ∈ R≤3[x]

∣∣ a = −d, b = −c
}

mit Basis

B :=
{
~b1 := x3 + 2x2 − 2x− 1, ~b2 := −x3 + 1

}
und die lineare Abbildung L : V → V , von der Folgendes bekannt sei:

L
(
x2 − x

)
= 2x3 − 2, L

(
x3 + x2 − x− 1

)
= −2x3 + 2.

(a) Zeigen Sie, dass x3 + 2x2 − 2x− 1 im Kern von L liegt.

(b) Schreiben Sie −x3 + 1 als Linearkombination von x2 − x und x3 + x2 − x− 1.

(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl. der Basis B von V .

(d) Überprüfen Sie L auf Injektivität, Surjektivität und Bijektivität.

6. Aufgabe 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Drehmatrix R
(
π
2

)
∈ R2,2 für die Drehung gegen den Uhrzeigersinn

im R2 und berechnen Sie die Potenz (R
(
π
2

)
)7.

(b) Geben Sie die inverse Matrix von R
(
π
2

)
aus (a) an.

Hinweis: Benutzen Sie hier nicht den Inversionsalgorithmus, sondern eine Eigenschaft
der Drehmatrizen.

(c) Bestimmen Sie die Spiegelungsmatrix S, welche durch die Spiegelung an der durch

~v :=

(
1
−1

)
erzeugten Geraden definiert ist.

Gesamtpunktzahl: 45 Punkte


