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1. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben seien die invertierbare Matrix A und der Vektor l_;, definiert durch
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(a) Bestimmen Sie die inverse Matrix A~! mit Hilfe des Gau-Algorithmus.
(b) Bestimmen Sie dim(Bild(A)) und geben Sie Kern(A) an.

(c) Geben Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems AZ = b explizit an.
Hinweis: Man kann das Ergebnis aus (a) verwenden.

Losung:

(a) [3 Punkte]

Es gilt
1 =10 0l1 000 1 =10 0] 100 0
[Am_o 00 2(010O0|w=1|0 002 0100
Y710 6 1 00 0 1 0 0O 610/ 0010
1 0000001 0 1 00/-1001
1 =10 0] 100 0
II<;>>IVO 1 0 0|—-1 0 O 1
0 6 10| 0010
0 002 0100
1 =10 0] 100 o0
111;6110 1 0 0|]—-1 0 O 1
0 0 10| 6 01 —6
0 002/ 010 0
1 -1 0 0] 1.0 0 0
gyo 10 0[/-1 00 1
0 010 6 01 —6
0 001 03 0 O
1 0 0 0/ 0 0 0 1
|0 10 0[—-1 00 1| .,
o010 601 g =HlAl
0001 030 o0

(b) [2 Punkte]

Da A invertierbar ist, ist die Dimension des Bildes von A gleich der Anzahl der Spalten
von A, d.h. dim(Bild(A)) = 4. Hieraus folgt auch Kern(A4) = {0}.
(¢) [2 Punkte]

Da A invertierbar ist, ist & = A~1p die einzige Losung, d.h.
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2. Aufgabe 8 Punkte
Gegeben sei die Matrix

110
B:=10 1 2| eRr33.
00 2

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

(b) Bestimmen Sie alle Eigenrdume zu den Eigenwerten von B und geben Sie die geome-
trische Vielfachheit der jeweiligen Eigenwerte an.

(c) Ist B diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine invertierbare Matrix S und eine Diago-
nalmatrix D mit B = SDS™! an.

(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

4
dy(t

WO _ prwy, g —g2) = | 2
dt 1

Losung:

(a) [2 Punkte]
Da charakteristische Polynom ist gegeben durch

1-x 1 0
pe(\) = det(B — \I) = det 0 1-X 2 = (1-X)?%2-\).
0 0 2-2X

Also sind die Eigenwerte A; 2 =1 und A3 = 2.

Alternativ: B ist eine obere Dreiecksmatrix. Also stehen die Eigenwerte auf der Dia-
gonalen, d.h. die Eigenwerte sind A2 =1 und A3 = 2.

(b) [3 Punkte]

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert A\; o = 1 gilt

0 1 0\, 01 0
Vi, =Kem(B—A-I3)=Kemn |0 0 2 ZKern |0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0
"=MKern [0 0 1
0 0 0
1
= span 0 .
0

Also ist die geometrische Vielfachheit fiir A\ o gleich 1.



Fiir )\3 =2 gllt

-1 1 0
Vs =Kemm(B—X3-I3) =Kern | 0 —1 2
0 0 0
_ -1 1 0
= Kern| 0 1 =2
0 0 O
1 -1 0
(_zl)IKern 0O 1 -2
0 0 O
1 0 -2 2
"M Kem [0 1 —2| = span 2
0 0 O 1

Also ist die geometrische Vielfachheit fiir A3 gleich 1.
(c) [1 Punkt]

Da die geometrische Vielfachheit von Aq 2 gleich 1 und somit echt kleiner als die alge-
braische Vielfachheit von A; o ist (diese ist 2), ist B nicht diagonalisierbar.

(d) [2 Punkte]
Der gegebene Vektor kann als Linearkombination von Eigenvektoren geschrieben wer-

4 2 1

21 =12]+21(0

1 1 0

Daraus folgt
4 2 1
yt)=eB2 2] =1.2072 [ 2] 42.¢12 | o
1 1 0
262(t—2) + 92et—2
_ 262(1572)
2(t-2)
3. Aufgabe 6 Punkte

Gegeben seien die folgenden Abbildungen

Fi:C—oR>2, qgtibe (¢ b ,
1 a—29b

F:V >R, (Z Z)b—)a—b,

wobel V' definiert ist durch

=16 )

(a) Uberpriifen Sie, ob F} eine lineare Abbildung ist.
(b) Uberpriifen Sie, ob F, eine lineare Abbildung ist.
(c) Bestimmen Sie Kern(F») und Bild(F).

a,bER}.

Loésung;:



(a) [1 Punkt]

Es gilt Fl(ﬁ) = <(1) 8) # 0 und somit ist F} nicht linear, da es die notwendige

Bedingung einer linearen Abbildung nicht erfiillt.
(b) [3 Punkte]

Seien Ay := a b , Ag = a2 by € V und « € R. Dann gilt
b1 al bQ a9

a1 +az by +by

b1 +b2 a1 +a2>) = (@) = (b +b2)

= (a1 — 1) + (a2 — b)) = Fy(A1) + Fa(Ay)

R+ 42) = 1 (

und

aa  ab
ab «aa

Fy(ad)) = Fy (( >) = (aay) — (aby) = a(a1 — by) = aFy(Ay).

Also ist Fy additiv und homogen und somit eine lineare Abbildung.

(c) [2 Punkte]

s~ 1) 1)
(G evled
:{<‘Z Z)ev a= }
) [perf=en{( 1)<}

a,beR}:{a—Ma,beR}:R.

Bild(F}) = {F2 ((Z 2))

4. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben sei die Matrix

11
A=1]1 0 0],
1 1
deren Spalten
_1 1
- - Vo 2
B:=<b:=|1],by:= 0 b3 =10
1 L 1
V) 2

eine Basis des R? bilden.

(a) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von A bzgl. des Standardskalarproduktes mit Hilfe
des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens.



(b) Berechnen Sie |det(A)| mit Hilfe von Teil (a).

Hinweis: Falls Sie (a) nicht gelost haben, dann nutzen Sie die Matrizen

1 1 1

VB V2 Ve V3 0 o
o= 0 -&F|, r=[0 1 0

I T 0 0 L

V3. V2 Ve V6

Losung:

(a) [7 Punkte]

Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Spalten von A an um @ zu bestim-
men.

(i) by normieren:

1
! 1 1
L b 1 1 . L[
q: = = = = — .
T 1 VIEHTZ+12 \ ] V3B,
1
1

(i) I bestimmen:
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1
7 1 L (1
0 o |, [1])=]1
L L 1 3\1
V2 V2
1 _ 1
V2 1 V2
=1 0o |-=-0-[1]=] o0
L 1 L
V2 V2

(iii) I3 normieren:




(iv) I3 bestimmen:
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(v) I3 normieren:

Also ist

) () )

eine Orthonormalbasis des R3 und

1 1 1
V3 V2 Ve
1 2
1 1 1

Die obere Dreiecksmatrix R erhilt man durch R = QT A, d.h.

1 1 1
Vi V3 VB\ /1 L 1 V3 0 L
1 1 N V3
R=Q"A=|-w 9 &1 0o o|]=]0 1 0
o2 | \1 & 3 0 0 L
Vi Ve VB V2 G

(b) [2 Punkte]

Es gilt |det(Q)| = 1 und somit folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz

1
[Aet(4)] = ldet(@)ldet ()| = |det(R) = V3~ =

7



5. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben seien der Vektorraum

V.= {ax3+bx2+c:v—|—dER§3[aj] | a=—d, b=—c}

mit Basis
B:= {51 =3 4222 — 22— 1, 52 = —x3+1}

und die lineare Abbildung L : V' — V| von der Folgendes bekannt sei:

L(a:Q—x):Qx?’—Z, L(x3+x2—m—1):—2:c3+2.

a) Zeigen Sie, dass 2% + 222 — 2z — 1 im Kern von L liegt.
2 _zund 23 4+ 2% —2 — 1.
Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl. der Basis B von V.

(c

(a)

(b) Schreiben Sie —x3 + 1 als Linearkombination von x
)

(d) Uberpriifen Sie L auf Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit.

Losung:
(a) [2 Punkte]
Es gilt
L(z*+222 22— 1) =L ((2* —2)+ (2° +2* —2 — 1))
:L($2—x)+L(x3+x2—x—1)
= (223 —2) + (—223 +2) = 0.

Also liegt 2 4 222 — 22 — 1 in Kern(L).
(b) [1 Punkt]

Es gilt —23 +1= (22 —2) — (23 + 2% —2 — 1).
(c) [4 Punkte]

Wir bestimmen Lp spaltenweise in dem wir die Koordinaten der Bilder der Basisvek-
toren beziiglich der Basis B bestimmen

a)

Lpé1 = Kp(L(Kg'(€1))) = Kp (L (2* + 22* — 22 — 1)) @ Ky (5) =0,
Liéy = Kp(L(Kg'(é2))) = Kp (L (—2” + 1))
= Kp (L((2* —2) = (2° + 2% 2~ 1))
:KB(L(xQ—x) —L(:r3+x2—x—1))
= Kp ((22% - 2) — (—22° + 2))
(

Also ist

= (0 0).
(d) [2 Punkte]

Da Lp eine Diagonalmatrix ist erkennen wir, dass 0 ein Eigenwert von L ist. Deshalb
ist L weder injektiv noch surjektiv und folglich nicht bijektiv.

6. Aufgabe 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Drehmatrix R (g) € R?? fiir die Drehung gegen den Uhrzeigersinn
im R? und berechnen Sie die Potenz (R (3))".



(b) Geben Sie die inverse Matrix von R (5) aus (a) an.

Hinweis: Benutzen Sie hier nicht den Inversionsalgorithmus, sondern eine Eigenschaft
der Drehmatrizen.

(c) Bestimmen Sie die Spiegelungsmatrix S, welche durch die Spiegelung an der durch

—

1
U= <_1> erzeugten Geraden definiert ist.

Losung:

(a) [2 Punkte]
Es gilt

R(z) _ [cos (%) — sin (%) _ 0 -1
2/ \sin (3) cos(%) \1 0/’
und da R (3)4 einer ganzen Drehung entspricht also R (%)4 = [ erhalten wir

(6w -x(5)- (2 2E)-(5 )
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(b) [2 Punkte]
Da R (g) eine orthogonale Matrix ist, gilt

(s (3))" = (ma(3)) = (°, 1):

(¢) [2 Punkte]

—\

Der Vektor i := <1> ist orthogonal zu v ((¢,v) =1-1+1-(—1) = 0) und somit folgt

()

mit der Formel aus der Vorlesung

Alternativ: Sei S = <Sl Sz).

53 S4
1) Es gilt S¢1 = —é,. Dies ist dquivalent zu
s1=20 s3 = —1.
2) Es gilt Séy = —é7. Dies ist dquivalent zu

82:—1 84:0.



