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1. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben seien die invertierbare Matrix A und der Vektor ~b, definiert durch

A :=


1 −1 0 0
0 0 0 2
0 6 1 0
1 0 0 0

 ∈ R4,4, ~b :=


1
1
1
1

 ∈ R4.

(a) Bestimmen Sie die inverse Matrix A−1 mit Hilfe des Gauß-Algorithmus.

(b) Bestimmen Sie dim(Bild(A)) und geben Sie Kern(A) an.

(c) Geben Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems A~x = ~b explizit an.

Hinweis: Man kann das Ergebnis aus (a) verwenden.

Lösung:

(a) [3 Punkte]

Es gilt

[A|I4] =


1 −1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 1 0 0
0 6 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1

 IV−I→


1 −1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 1 0 0
0 6 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 −1 0 0 1


II↔IV→


1 −1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 −1 0 0 1
0 6 1 0 0 0 1 0
0 0 0 2 0 1 0 0


III−6II→


1 −1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 −1 0 0 1
0 0 1 0 6 0 1 −6
0 0 0 2 0 1 0 0


1
2
IV
→


1 −1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 −1 0 0 1
0 0 1 0 6 0 1 −6
0 0 0 1 0 1

2 0 0


I+II→


1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 −1 0 0 1
0 0 1 0 6 0 1 −6
0 0 0 1 0 1

2 0 0

 = [I4|A−1].

(b) [2 Punkte]

Da A invertierbar ist, ist die Dimension des Bildes von A gleich der Anzahl der Spalten
von A, d.h. dim(Bild(A)) = 4. Hieraus folgt auch Kern(A) = {~0}.

(c) [2 Punkte]

Da A invertierbar ist, ist ~x = A−1~b die einzige Lösung, d.h.

L =
{
A−1~b

}
=




1
0
1
1
2


 .



2. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei die Matrix

B :=

1 1 0
0 1 2
0 0 2

 ∈ R3,3.

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

(b) Bestimmen Sie alle Eigenräume zu den Eigenwerten von B und geben Sie die geome-
trische Vielfachheit der jeweiligen Eigenwerte an.

(c) Ist B diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine invertierbare Matrix S und eine Diago-
nalmatrix D mit B = SDS−1 an.

(d) Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems

d~y(t)

dt
= B~y(t), ~y0 = ~y(2) =

4
2
1

 .

Lösung:

(a) [2 Punkte]

Da charakteristische Polynom ist gegeben durch

pB(λ) = det(B − λI) = det

1− λ 1 0
0 1− λ 2
0 0 2− λ

 = (1− λ)2(2− λ).

Also sind die Eigenwerte λ1,2 = 1 und λ3 = 2.

Alternativ: B ist eine obere Dreiecksmatrix. Also stehen die Eigenwerte auf der Dia-
gonalen, d.h. die Eigenwerte sind λ1,2 = 1 und λ3 = 2.

(b) [3 Punkte]

Für den Eigenraum zum Eigenwert λ1,2 = 1 gilt

Vλ1,2 = Kern (B − λ1,2 · I3) = Kern

0 1 0
0 0 2
0 0 1

 1
2
II

= Kern

0 1 0
0 0 1
0 0 1


III−II

= Kern

0 1 0
0 0 1
0 0 0


= span


1

0
0

 .

Also ist die geometrische Vielfachheit für λ1,2 gleich 1.



Für λ3 = 2 gilt

Vλ3 = Kern (B − λ3 · I3) = Kern

−1 1 0
0 −1 2
0 0 0


(−1)II

= Kern

−1 1 0
0 1 −2
0 0 0


(−1)I
= Kern

1 −1 0
0 1 −2
0 0 0


I+II
= = Kern

1 0 −2
0 1 −2
0 0 0

 = span


2

2
1

 .

Also ist die geometrische Vielfachheit für λ3 gleich 1.

(c) [1 Punkt]

Da die geometrische Vielfachheit von λ1,2 gleich 1 und somit echt kleiner als die alge-
braische Vielfachheit von λ1,2 ist (diese ist 2), ist B nicht diagonalisierbar.

(d) [2 Punkte]

Der gegebene Vektor kann als Linearkombination von Eigenvektoren geschrieben wer-
den: 4

2
1

 =

2
2
1

+ 2

1
0
0

 .

Daraus folgt

y(t) = eB(t−2)

4
2
1

 = 1 · e2(t−2)
2

2
1

+ 2 · e1(t−2)
1

0
0


=

2e2(t−2) + 2et−2

2e2(t−2)

e2(t−2)

 .

3. Aufgabe 6 Punkte

Gegeben seien die folgenden Abbildungen

F1 : C→ R2,2, a+ ib 7→
(
a b
1 a− b

)
,

F2 : V → R,
(
a b
b a

)
7→ a− b,

wobei V definiert ist durch

V :=

{(
a b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
.

(a) Überprüfen Sie, ob F1 eine lineare Abbildung ist.

(b) Überprüfen Sie, ob F2 eine lineare Abbildung ist.

(c) Bestimmen Sie Kern(F2) und Bild(F2).

Lösung:



(a) [1 Punkt]

Es gilt F1(~0) =

(
0 0
1 0

)
6= 0 und somit ist F1 nicht linear, da es die notwendige

Bedingung einer linearen Abbildung nicht erfüllt.

(b) [3 Punkte]

Seien A1 :=

(
a1 b1
b1 a1

)
, A2 :=

(
a2 b2
b2 a2

)
∈ V und α ∈ R. Dann gilt

F2(A1 +A2) = F2

((
a1 + a2 b1 + b2
b1 + b2 a1 + a2

))
= (a1 + a2)− (b1 + b2)

= (a1 − b1) + (a2 − b2) = F2(A1) + F2(A2)

und

F2(αA1) = F2

((
αa αb
αb αa

))
= (αa1)− (αb1) = α(a1 − b1) = αF2(A1).

Also ist F2 additiv und homogen und somit eine lineare Abbildung.

(c) [2 Punkte]

Es gilt

Kern(F2) =

{(
a b
b a

)
∈ V

∣∣∣∣ F2

((
a b
b a

))
= 0

}
=

{(
a b
b a

)
∈ V

∣∣∣∣ a− b = 0

}
=

{(
a b
b a

)
∈ V

∣∣∣∣ a = b

}
=

{(
b b
b b

) ∣∣∣∣ b ∈ R
}

= span

{(
1 1
1 1

)
∈ V

}
und

Bild(F2) =

{
F2

((
a b
b a

)) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

= {a− b | a, b ∈ R} = R.

4. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben sei die Matrix

A =


1 − 1√

2
1
2

1 0 0

1 1√
2

1
2

 ,

deren Spalten

B :=

~b1 :=

1
1
1

 ,~b2 :=

−
1√
2

0
1√
2

 ,~b3 :=

1
2
0
1
2




eine Basis des R3 bilden.

(a) Bestimmen Sie die QR-Zerlegung von A bzgl. des Standardskalarproduktes mit Hilfe
des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens.



(b) Berechnen Sie |det(A)| mit Hilfe von Teil (a).

Hinweis: Falls Sie (a) nicht gelöst haben, dann nutzen Sie die Matrizen

Q =


1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

 , R =


√

3 0 1√
3

0 1 0

0 0 1√
6

 .

Lösung:

(a) [7 Punkte]

Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Spalten von A an um Q zu bestim-
men.

(i) ~b1 normieren:

~q1 =
~b1

‖~b1‖
=

1
1
1


∥∥∥∥∥∥
1

1
1

∥∥∥∥∥∥
=

1√
12 + 12 + 12

1
1
1

 =
1√
3

1
1
1

 .

(ii) ~l2 bestimmen:

~l2 = ~b2 − 〈~b2, ~q1〉~q1 =

−
1√
2

0
1√
2

−〈
−

1√
2

0
1√
2

 ,
1√
3

1
1
1

〉 1√
3

1
1
1



=

−
1√
2

0
1√
2

−〈
−

1√
2

0
1√
2

 ,

1
1
1

〉 1

3

1
1
1



=

−
1√
2

0
1√
2

− 1

3
· 0 ·

1
1
1

 =

−
1√
2

0
1√
2

 .

(iii) ~l2 normieren:

~q2 =
~l2

‖~l2‖
=

−
1√
2

0
1√
2


∥∥∥∥∥∥∥
−

1√
2

0
1√
2


∥∥∥∥∥∥∥

=
1√(

−1
2

)2
+ 02 +

(
1
2

)2
−

1√
2

0
1√
2

 =
1√
2

−1
0
1

 .



(iv) ~l3 bestimmen:

~l3 = ~b3 − 〈~b3, ~q1〉~q1 − 〈~b3, ~q2〉~q2

=

1
2
0
1
2

−〈
1

2
0
1
2

 ,
1√
3

1
1
1

〉 1√
3

1
1
1

−〈
1

2
0
1
2

 ,
1√
2

−1
0
1

〉 1√
2

−1
0
1



=

1
2
0
1
2

−〈
1

2
0
1
2

 ,

1
1
1

〉 1

3

1
1
1

−〈
1

2
0
1
2

 ,

−1
0
1

〉 1

2

−1
0
1



=

1
2
0
1
2

− 1

3

1
1
1

− 0 · 1

2
·

−1
0
1

 =
1

6

 1
−2
1

 .

(v) ~l3 normieren:

~q3 =
~l3

‖~l3‖
=

1
6

 1
−2
1


∥∥∥∥∥∥1
6

 1
−2
1

∥∥∥∥∥∥
=

1
6

 1
−2
1


√√√√√〈1

6

 1
−2
1

 , 16

 1
−2
1

〉

=
1
6√(

1
6

)2
(12 + (−2)2 + 12)

 1
−2
1

 =
1√
6

 1
−2
1

 .

Also ist

BONB =

 1√
3

1
1
1

 ,
1√
2

−1
0
1

 ,
1√
6

 1
−2
1


eine Orthonormalbasis des R3 und

Q =


1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6

 .

Die obere Dreiecksmatrix R erhält man durch R = QTA, d.h.

R = QTA =


1√
3

1√
3

1√
3

− 1√
2

0 1√
2

1√
6
− 2√

6
1√
6


1 − 1√

2
1
2

1 0 0
1 1√

2
1
2

 =


√

3 0 1√
3

0 1 0

0 0 1√
6

 .

(b) [2 Punkte]

Es gilt |det(Q)| = 1 und somit folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz

|det(A)| = |det(Q)||det(R)| = |det(R)| =
√

3 · 1√
6

=
1√
2
.



5. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben seien der Vektorraum

V :=
{
ax3 + bx2 + cx+ d ∈ R≤3[x]

∣∣ a = −d, b = −c
}

mit Basis

B :=
{
~b1 := x3 + 2x2 − 2x− 1, ~b2 := −x3 + 1

}
und die lineare Abbildung L : V → V , von der Folgendes bekannt sei:

L
(
x2 − x

)
= 2x3 − 2, L

(
x3 + x2 − x− 1

)
= −2x3 + 2.

(a) Zeigen Sie, dass x3 + 2x2 − 2x− 1 im Kern von L liegt.

(b) Schreiben Sie −x3 + 1 als Linearkombination von x2 − x und x3 + x2 − x− 1.

(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix von L bzgl. der Basis B von V .

(d) Überprüfen Sie L auf Injektivität, Surjektivität und Bijektivität.

Lösung:

(a) [2 Punkte]

Es gilt

L
(
x3 + 2x2 − 2x− 1

)
= L

(
(x2 − x) + (x3 + x2 − x− 1)

)
= L

(
x2 − x

)
+ L

(
x3 + x2 − x− 1

)
= (2x3 − 2) + (−2x3 + 2) = ~0.

Also liegt x3 + 2x2 − 2x− 1 in Kern(L).

(b) [1 Punkt]

Es gilt −x3 + 1 = (x2 − x)− (x3 + x2 − x− 1).

(c) [4 Punkte]

Wir bestimmen LB spaltenweise in dem wir die Koordinaten der Bilder der Basisvek-
toren bezüglich der Basis B bestimmen

LB~e1 = KB(L(K−1B (~e1))) = KB
(
L
(
x3 + 2x2 − 2x− 1

)) (a)
= KB

(
~0
)

= ~0,

LB~e2 = KB(L(K−1B (~e2))) = KB
(
L
(
−x3 + 1

))
= KB

(
L
(
(x2 − x)− (x3 + x2 − x− 1)

))
= KB

(
L
(
x2 − x

)
− L

(
x3 + x2 − x− 1

))
= KB

(
(2x3 − 2)− (−2x3 + 2)

)
= KB

(
4x3 − 4

)
= (−4)KB

(
−x3 + 1

)
= −4~e2.

Also ist

LB =

(
0 0
0 −4

)
.

(d) [2 Punkte]

Da LB eine Diagonalmatrix ist erkennen wir, dass 0 ein Eigenwert von L ist. Deshalb
ist L weder injektiv noch surjektiv und folglich nicht bijektiv.

6. Aufgabe 6 Punkte

(a) Bestimmen Sie die Drehmatrix R
(
π
2

)
∈ R2,2 für die Drehung gegen den Uhrzeigersinn

im R2 und berechnen Sie die Potenz (R
(
π
2

)
)7.



(b) Geben Sie die inverse Matrix von R
(
π
2

)
aus (a) an.

Hinweis: Benutzen Sie hier nicht den Inversionsalgorithmus, sondern eine Eigenschaft
der Drehmatrizen.

(c) Bestimmen Sie die Spiegelungsmatrix S, welche durch die Spiegelung an der durch

~v :=

(
1
−1

)
erzeugten Geraden definiert ist.

Lösung:

(a) [2 Punkte]

Es gilt

R
(π

2

)
=

(
cos
(
π
2

)
− sin

(
π
2

)
sin
(
π
2

)
cos
(
π
2

) ) =

(
0 −1

1 0

)
,

und da R
(
π
2

)4
einer ganzen Drehung entspricht also R

(
π
2

)4
= I erhalten wir

R
(π

2

)7
= R

(π
2

)3
= R

(
3π

2

)
=

(
cos
(
3π
2

)
− sin

(
3π
2

)
sin
(
3π
2

)
cos
(
3π
2

) ) =

(
0 1

−1 0

)
.

(b) [2 Punkte]

Da R
(
π
2

)
eine orthogonale Matrix ist, gilt

(
R1,2

(π
2

))−1
=
(
R1,2

(π
2

))T
=

(
0 1

−1 0

)
.

(c) [2 Punkte]

Der Vektor ~u :=

(
1
1

)
ist orthogonal zu ~v (〈~u,~v〉 = 1 · 1 + 1 · (−1) = 0) und somit folgt

mit der Formel aus der Vorlesung

S = I − 2
~u~uT

~uT~u
=

(
1 0
0 1

)
− 2

(
1
1

)
·
(
1 1

)
(
1 1

)
·
(

1
1

) =

(
1 0
0 1

)
− 2

(
1 1
1 1

)
2

=

(
0 −1
−1 0

)
.

Alternativ: Sei S =

(
s1 s2
s3 s4

)
.

1) Es gilt S~e1 = −~e2. Dies ist äquivalent zu

s1 = 0 s3 = −1.

2) Es gilt S~e2 = −~e1. Dies ist äquivalent zu

s2 = −1 s4 = 0.


