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Geben Sie immer den vollständigen Rechenweg und, wenn nichts anderes gesagt, immer eine kur-
ze, aber vollständige Begründung an. Insbesondere soll immer klar werden, welche Sätze oder
Theoreme verwendet wurden! Ohne Begründung bzw. Rechenweg gibt es keine Punkte!
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1. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben seien

A :=


1 −1 0 2 0
−4 4 1 −7 0
0 0 4 4 2
1 −1 1 3 0

 ∈ R4,5, ~b :=


1
−2
2
3

 ∈ R4.

(a) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [A|~b] in normierte Zeilenstufenform.

(b) Geben Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems A~x = ~b explizit an.

(c) Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).

(d) Ist das lineare Gleichungssystem A~x = ~c für alle Vektoren ~c ∈ R4 lösbar?

2. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben sei eine Matrix A ∈ C3,3 mit den Eigenwerten λ1 = 1, λ2 = −1 und λ3 = 2 und
zugehörigen Eigenvektoren

~v1 :=

1
1
0

 , ~v2 :=

0
1
1

 , ~v3 :=

1
0
1

 .

(a) Geben Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit der Eigenwerte λ1, λ2, λ3 an.

(b) Geben Sie das charakteristische Polynom pA(λ) von A an.

(c) Ist die Matrix A invertierbar?

(d) Bestimmen Sie eine Matrix S ∈ C3,3, sodass gilt:

A = S

−1 0 0
0 2 0
0 0 1

S−1.

3. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben seien

T :=

{(
2a −b
−b 2a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

und M :=

{(
2 −1
−1 2

)
,

(
0 0
0 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)}
.

(a) Zeigen Sie, dass T ein Teilraum des R2,2 ist.

(b) Bestimmen Sie eine Teilmenge von M , die eine Basis von T ist. Weisen Sie nach, dass
das von Ihnen gewählte M eine Basis von T ist.

(c) Bestimmen Sie die Dimension von T .

4. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben seien der Vektorraum der reellen symmetrischen 2× 2-Matrizen

V :=

{(
a c
c b

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R
}

mit einer Basis

B :=

{
B1 :=

(
0 −1
−1 0

)
, B2 :=

(
1 0
0 0

)
, B3 :=

(
1 0
0 1

)}
.

Weiter sei eine lineare Abbildung

L : V → V,

(
a c
c b

)
7→
(

c a+ b
a+ b c

)
gegeben.

(a) Bestimmen Sie die darstellende Matrix LB von L bezüglich B.

(b) Bestimmen Sie den Kern von LB und den Kern von L.

(c) Überprüfen Sie L auf Injektivität, Surjektivität und Bijektivität.



5. Aufgabe 7 Punkte

Für einen Parameter α ∈ R sei die Matrix

Aα :=


0 3 α −1
−1 8 −9 −5α
0 1 −4 1
0 1 −2 0

 ∈ R4,4.

gegeben.

(a) Berechnen Sie det(Aα) mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz.

(b) Bestimmen Sie alle α ∈ R, sodass die Spalten von Aα linear unabhängig sind.

(c) Geben Sie die Determinante von 2A−2
T an.

6. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei der Vektorraum R≤2[x], ausgestattet mit dem folgenden Skalarprodukt

〈·, ·〉 : R≤2[x]× R≤2[x]→ R,〈
a1x

2 + b1x+ c1 , a2x
2 + b2x+ c2

〉
= 2a1a2 + b1b2 + c1c2.

Weiter ist durch

B :=
{
~b1 := x2 + x+ 1, ~b2 := −x+ 1, ~b3 := 2

}
eine Basis von R≤2[x] gegeben.

(a) Bestimmen Sie mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens aus B eine Orthonormalbasis
BONB von R≤2[x] bezüglich 〈·, ·〉.

(b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von 1 bezüglich BONB.

Gesamtpunktzahl: 45 Punkte


