1. Aufgabe (9 Punkte)

Gegeben seien

A= 1 -1 1 cR¥> und b:=| 0 | e R
-1 2 -1 1

-

(a) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [A|b] in normierte Zeilenstufenform.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems Az = b.
(c¢) Bestimmen Sie dim(Bild(A)) und dim(Kern(A)).
(d) Geben Sie eine Basis des Bildes von A an.

)

(e) Geben Sie einen Vektor an, der nicht im Kern von A liegt.
Losung:
(a) [3 Punkte]

Wir betrachten die erweiterte Koeffizientenmatrix [A|b] und formen um

1 -2 1 |-1
AL]=]1 -1 1]0
-1 2 —1|1

-

1]1
0| 1] = NZSF([A]D))
0]0

(b) [2 Punkte] Wir setzen x5 = s und erhalten #; = 1 — s und 25 = 1 aus NZSF([A]b]).

1 -1
Daraus ergibt sich die Losungsmenge £ = 1 +s-1 0 seR
0 1

(c) [3 Punkte]
Aus der normierten Zeilenstufenform von [A\I;] ergibt sich durch Zahlen der Kopfe bzw.
Nicht-Kopfe, dass dim(Bild(A))=2 bzw. dim(Kern(A))=1 gilt.

-

(d) Die Kopfe von NZSF([A|b]) befinden sich in der ersten und zweiten Spalte, daher ist

1 —2
1],|-1 eine Basis von Bild(A).
-1 2

(e) [1 Punkt]

1 0

0
Beispielsweise gilt A- [ 0] = | 1 | # 0 und daher [0 | ¢ Kern(A).
1 —1 1



2. Aufgabe (8 Punkte)

-3 2 0
Gegeben sei die Matrix B:= | 0 —3 0] € R33.
1 0 1

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

(b) Bestimmen Sie den Eigenraum und die geometrische Vielfachheit des betragsmifig
grofiten Eigenwerts von B.

(c) Ist B diagonalisierbar?

(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

-8
dy(t . L
di) =Byt), Go=y2)=|0
2
Losung:
(a) [3 Punkte]
Fiir das charakteristische Polynom von B berechnen wir
(=3—=X) 2 0
Pp(\) = det(B — \3) = det 0 (=3-2X) 0
1 0 (1—=X)
e (=3—=X) 0
= (=3 —\)-det 1 (1-2)

=(=3-XN21 =X =-(A+3)2\-1).

Daraus ergeben sich die Eigenwerte A\ 2 = —3 und A3 = 1.
(b) [2 Punkte]
Wir berechnen den Eigenraum des Eigenwerts A1 2 = —3:
0 2 0 —4
Vap,=—3=Kemn (B —(=3)I3) =Kern | |0 0 0| | =span 0
1 0 4 1

Daraus ergibt sich geom.VFH(A\; 2 = —3)= 1.
(¢) [1 Punkt]
Nein, denn fiir den Eigenwert A\ o = —3 gilt

2= alg.VFH()\l,g == —3) 7£ geom.VFH()\LQ == —3) =1.

(d) [2 Punkte]

Wir schreiben den gegebenen Vektor zunéchst als skalares Vielfaches eines Eigenvektors
von B zum Eigenwert —3:

-8 —4
0 ]=2-(0
2 1
Daraus ergibt sich die Losung
-8 —4

y(t) — eB(t—Q) 0 —9. 6(_3)(t_2) 0



3. Aufgabe (7 Punkte)
Betrachten Sie die Matrix

2 4 0 2
14 -2 0 2 4.4
C .= 001 1 1 e R™*,
5 0 1 -1

(a) Bestimmen Sie die Determinante von C' mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz (an-
gewandt auf 4 x 4- und 3 x 3-Matrizen).

(b) Betrachten Sie nun die reellen 4 x 4-Matrizen

0 1 1 1 1 2 0 1
4 -2 0 2 2 -1 0 1
Cl = 9 4 0 9 und 02 = 0 % % %
5 0 1 -1 50 3 -4

Bestimmen Sie det(C) und det(Cs) aus det(C') anhand gewisser Eigenschaften der
Determinante, d.h. ohne Verwendung der Laplace-Entwicklung.

(c) Berechnen Sie det (CT-C~1).
Loésung:

(a) [4 Punkte]

Wir entwickeln die Determinante von C' zunéchst nach der dritten Spalte, anschlieBend
jeweils nach der dritten Zeile und erhalten insgesamt

o 2 4 2 2 4 2
det(C) " 7Z™1.1-det |4 =2 2 | +(=1)-1-det [4 —2 2
5 0 -1 0 1 1

jew. 3. Zeile 4 2 B 2 4
= 5‘det<_2 2)+( 1) det<4 _2>

+(—1)-<(—1)-det <i §>+1~det (Z _42>>

:5-(4-2—2-(—2))—(2-(—2)—4-4)—(—(2-2—2-4)+(2-(—2)—4-4))
— 60 — (—20) — (4 — 20) = 96.

(b) [2 Punkte]
Die Matrix C7 geht aus C' durch Vertauschung der ersten und dritten Zeile hervor,
daher gilt det(C) = (—1) - det(C') = —96.
Die Matrix Cs geht aus C' durch skalare Multiplikation mit dem Wert % hervor, daher
gilt det(Co) = (3)* - det(C) = £ - 96 = 6.

(c¢) [1 Punkt]
Es gilt det (C7 - C1) = det (C7) - det (C~!) = det (C) - det (C) " = 1.



4. Aufgabe (6 Punkte)

Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Beweisen oder widerlegen Sie Thre Aussagen.

U1 Vo — 4?)3
(a) L1: R3 — R3 | vy | — 201
V3 2

2a+ b b)

(b) Loy R§1[$] — R%2 ax +b+— ( b a

a b

(c) Lg: R»? — R[], (C d) — az + (cd +b)

Loésung;:

(a) [1 Punkt] Die Abbildung L; ist nicht linear, da der Nullvektor nicht auf den Nullvektor
abgebildet wird: Es gilt

0
Ll(O): 0| £0.
2

(b) [4 Punkte] Die Abbildung Ls ist linear.
i.) Additivitidt: Seien p:= ax + b, §:= cx + d € R<i[z] beliebig. Es gilt

Lg(ﬁ)+L3((j):<2ab+b b) N <2c:lrd d)

a C
(2a+b+2c+d b+d\  (2a+ec)+(b+d) b+d
o b+d a+c) b+d a—+c

= Ls((a + c)x + (b+d)) = Ls(p' + )
ii.) Homogenitét: Sei nun A € R beliebig. Es gilt

Lah- 1) = Lol g+ (1) = (B9 A0 )

- 2a+b b\ .
(3 ) erin

(c¢) [1 Punkte]

Die Abbildung L3 ist nicht linear. Wir setzen dazu A := <(1] (1)>

Es gilt Ly(A) = 1, jedoch ist Ly(A+A) = Ly <(g g)) — 44141 = Ly(A) + Ly(A).

Damit ist Lg nicht additiv, also auch nicht linear.



