Aufgabe 1 10 + 9 = 19 Punkte

Anmerkung: Falls sie ein Kreuz zuriicknehmen méchten, malen sie deutlich iiber das Kreuz und schrei-
ben Sie notfalls ihre Antwort neben die Tabelle. Markierungen in falschen Késtchen fithren zu einem
Punktabzug fiir die Unteraufgabe. Eine Unteraufgabe kann nicht weniger als 0 Punkte geben.

Sei 0 :— {E} eine Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol E.

(i) Kreuzen Sie in der rechten Tabelle jedes Késtchen an, fiir welches gilt, dass die o-Struktur in der
Spalte die FO[o]-Formel in der Zeile erfiillt. Die Strukturen, welche links definiert werden, kénnen
jeweils mehrere Sétze erfiillen.

AlB|c|D
A:
¢1 = JaVy(E(z,y) Ve =y)
B: P2 = ay3e(Bx,y) A E(y, 2) A E(z, 2))
C:— (N, E°),
wobei (v,y) € E€ p3 = VaVy(z # y = E(z,y) V E(y, z)
gdw. x < y.
¢4 = JaIy(E(x,y) AVz(y # 2 = —E(x, 2)))
D:
@5 = VaVy(E(z,y) — E(y,z))

(ii) Kreuzen Sie fiir die folgenden Aussagen an, ob Sie wahr, oder falsch sind.

Wahr | Falsch | Aussage

Der Sequenzenkalkiil ist vollsténdig, weil er alle korrekten Regeln enthélt.

Wenn @ E ¢, fir ® C AL und ¢ € AL, dann gibt es eine endliche Menge
O’ C & mit ¢’ = .

Zwei endliche Strukturen sind isomorph genau dann, wenn sie elementar
dquivalent sind.

Es gibt ein bijektives h : A —pom B genau dann, wenn A = 5.

Die Duplikatorin gewinnt das Spiel &,, (A, B) genau dann, wenn eine Formel ¢
mit gr(p) < m existiert, sodass A = ¢ und B £ ¢.

Die Modellklasse einer prédikatenlogischen Formel ¢ ist die Mene aller Bele-
gungen, die ¢ erfiillen.




Aufgabe 2 6 + 8 = 14 Punkte

(i) Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle das Feld (i, j), fiir ¢ € {1,2,3} und j € {a,b, ¢}, genau dann
an, wenn ®; = ¢; gilt.

Yo =Y | 0p = XNZ | o= Z =Y
D1 ={XA Y) Py
P2={T->Y,YoXAZ)} P,
®3={-Z,Y~ 2 D5

(ii) Sei 1 :— X; = Xiqq, fiir ¢ € N und sei Phi; :— {Xo}U{p; | j € Nund j <i}.
Zeigen Sie: Fiir alle ¢ € N gilt, dass ®; & X, 1.

Aufgabe 3 9 Punkte

Zeigen Sie mit Hilfe des Resolutionskalkiils, dass die folgende Klauselmenge unerfiillbar ist.

{ {VVaﬁZ}a {ﬁX7Z}’> {VV,X}, {ﬁWJ/L {Xaﬁy}” {ﬁYaﬁZ}’}

Aufgabe 4 2+ 8+ 9 =19 Punkte

(i) Sei o eine Signatur und ¢,1 € FO[o]. Geben Sie ohne Begriindung eine Sequenz an, die genau
dann giiltig ist, wenn ¢ |= 1.

(ii) Sei o :— {R} eine Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol R. Geben Sie einen Sequenz-
kalkiilbeweis fiir die Giiltigkeit der Sequenz

VeR(z,z) = VyJxR(z,y)
an. Verwenden Sie dabei nur die gegebenen Regeln des Sequenzenkalkiils.

(iii) Zeigen Sie die Korrektheit der folgenden Regel. Sie diirfen keine der Regeln des Sequenzenkalkiils

verwenden.
P=>A70¢ P00 =A
P pep=>A
Aufgabe 5 (3+4+44)+ (4+6) =21 Punkte
(i) Sei o :— {+, R} eine Signatur mit einem zweistelligen Funktionssymbol + und einem zweistelli-

gen Relationssymbol R. Wir definieren die o-Struktur N :— (N, +V, RV), wobei + die iibliche
Addition auf natiirlichen Zahlen darstellt und RV = {(z,) | z teilt y und z # 0}.

Geben Sie ohne Begriindung Formeln ¢1, o2, 03 € FO[o] an, welche die folgenden Bedingungen
erfiillen.

1. Anmerkung: Es gilt g¢7T'(a,0) = a, fiir alle a € N.
2. Anmerkung: Sie diirfen ¢; in der Beschreibung von ¢; verwenden nur wenn 7 < j.

a) p1(N) = {1}.

b) p2(N) ist die Menge aller ungeraden Zahlen.

¢) p3(N) = {(z,y) | 99T (2,y) = 1}.



(ii) Sei o :— {E,A}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol und A ein einstelliges Relationssymbol
ist. Seien A, B zwei o-Strukturen, die im folgenden Bild dargestellt sind. Wir markieren Knoten,
die in der Interpretation des Relationssymbols A sind, mit einem roten Dreieck.

1 2
5 c d e
A 3 B:
a b
>
4 5

Geben Sie ohne Begriindung die Mengen ¢;(A) und ¢;(B), fiir i € {1,2}, an.
a) ¢1(x) = Ax) = FyVz(E(z, y) A (FA(2) = E(z, 2)))
b) ¢a(y) = FxIz(E(z,y) A E(y, 2) A (Az) < A(2)))
Aufgabe 6 10 + 8 = 18 Punkte

Sei o :— {E} eine Signatur, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol ist. Die o-Strukturen A und B,
mit Universen A und B, sind als ungerichtete Graphen gegeben.

Anmerkung: Die Farben und Formen der Knoten sind nicht Teil der Strukturen und nur zur Orien-
tierung fiir die Unteraufgabe (i) gedacht.

B:

Ys
.%’1 $2

T3 T4 X5 Zg

Tr

Ts

Yo # » Y7

(i) In A und B sind die vergangenen Spielziige in einem laufenden Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel markiert.
Die beiden orangenen Quadrate x4 und y; sind die gewéhlten Elemente in der ersten Runde und
die beiden blauen Dreiecke x; und ys wurden in der zweiten Runde gewéhlt.

Welchen Knoten kann der Herausforderer wéhlen, um aus diesem Spielstand garantiert in der
dritten Runde zu gewinnen? Begriinden Sie ihre Antwort.

(ii) Geben Sie ohne Begriindung eine Formel ¢ € FO[o] an, mit A | ¢, B £ ¢ und gr(p) < 3.



