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Vorbemerkung

Diese Klausur wurde von Martin Stephan (http://www.gumbler.de) zur Verfiigung gestellt. Damit
die Klausursammlung aber immer aktuell bleibt, brauchen wir Deine Mithilfe! Wenn du in einer Klau-
sur noch ein paar Minuten Zeit hast, schreibe doch ein paar Aufgaben ab, damit auch sptere Semester
etwas davon haben. Schicke deine Aufschriebe an felix@freitagsrunde.org oder stelle sie selbst in unsere
Klausursammlung unter http://wiki.freitagsrunde.org ein. Vielen Dank - deine Freitagsrunde.

Aufgabe 1:

Geben Sie ohne Begriindung an, welche der folgenden Aussagen wahr bzw. falsch sind. Fiir jede
richtige Antwort gibt es einen halben Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt abgezo-
gen und nicht bearbeitete Teilaufgaben werden mit null Punkten bewertet. Insgesamt gibt es fiir diese
Aufgabe aber mindestens null Punkte.

(a) Seien A,U (n,n)-Matrizen und U regulir. Dann gilt det(U ' AU) = det A.
(b) Sei n € N\{0}. Fiir alle a,b € R"gilt: ||a + b||* = ||a]|® + ||b]|*.

)
(c) Sein € N\{0} und A eine singuldre (n,n)-Matrix. Dann besitzt die Gleichung Az = 0 keine Ljsung,.
(d) Seien f,g:R™ — R"™ zwei lineare Abbildungen. Dann ist auch f o g linear.

(e) Seien A eine (m,n)-Matrix, rang(A) der Rang von A und Kern(A) :={z € R" |[Az = 0}

der Kern von A. Dann gilt: dim(Kern(A)) + rang(A) = n.

3 Punkte

Aufgabe 2:

Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage:

Seien n € N\{0} und ay, ..., a, € R™ vom Nullvektor verschiedene Vektoren, die paarweise orthogonal sind.
Dann ist ay, ..., a, eine Basis des R".

Hinweis: Vektoren ar,...,a, € R" heiflen paarweise orthogonal, wenn das Skalarprodukt

ay, - a; fir alle [ # k gleich Null ist.

3 Punkte

Aufgabe 3:

Seien «, 3 € R und

a 0 =2 0
A= -2 2 -1 und b = 1
4 1 2 I6]

(a) Bestimmen Sie in Abh#ngigkeit von o € R den Kern von A,
d.h. die Menge Kern(A) := {x € R?| Az = 0}.

(b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von o € R den Rang Rg(A).

(c) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von o € R die Determinante det(A).



(d) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von «, 5 € R die Anzahl (keine, genau eine bzw. unendlich viele)
der Losungen der Gleichung Az = b.

(e) Bestimmen Sie fiir « = —4 alle (reellen) Eigenwerte von A.
(f) Bestimmen Sie fiir « = —4 und fiir einen Eigenwert von A alle zugehérigen Eigenvektoren.
2+4+1+1+1+1+1 Punkte
Aufgabe 4:
1 1 -1
Im R? seien der Punkt P = | 0 |und die Gerade g = 2 | +s 1 | s € R} gegeben.
2 -1 1

(a) Zeigen Sie, dass P nicht auf der Geraden g liegt.
(b) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E, die sowohl P als auch g enthilt.
(c) Bestimmen Sie einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor n € R3, der senkrecht auf E steht.

x
(d) Bestimmen Sie die Schnittmenge von g mit der Ebene F' = y | eR|z+y+z=1
z

4 Punkte

Aufgabe 5:

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen fi, fo, f3 € C(R) linear unabhiingig sind.
fil@)=e",  folx)=e"" und f3(z)=1

Hinweis: C'(R) ist der Vektorraum aller stetigen reellen Funktionen auf R.
,,Glinstige Zahlen sind zum Beispiel (nl,Iin2, ... “

3 Punkte
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Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

VA, Ay ER: Aaq + ... F Apan =0
= )\1”@1”2 = ()\1&1 + ...+ )\nan) -a; =0
= )\2“&2”2 = ()\10,1 + ...+ /\nan) a9 =0

= Mpllanl]? = (\rar + ... + Anay) - ap =0
daallea; #0 =X =..=X,=0
= ay, ..., ay, sind linear unabhéngig
= ai, ..., a, bilden Basis des R",
da n linear unabhéngige Vektoren des R" stets eine Basis des R™ bilden.

Aufgabe 3:
20 =2 | 0l -2 2 -1 | 1
Ar=be | -2 2 -1 | 1| ™| 41 2| 8
41 2|8 2.0 -2 | 0
Hryar 20 -2 | 0 r-2i1 -2 2 -1 | 1
105 0 | B+2 05 0 | B+2
0o —§5-2] 3% 00 —§-2 | f5-%
[ aft | afapri | a=—43-}
(a) Kern(A) {0} {(=%,0,t) [t e R\{0}} | {(—5,0,¢) [t e R\ {0}}
(b) Rg(A) 3 2 2
(c) det(A) S5a+ 20 0 0
(d) Losungen | genau eine keine unendlich viele
—4— ) 0 -2
(@ 0=det | -2 2-A -1 | Z(4-N©2-N)2-N)+4+8(2-X)—4—2)
4 1 2—A

=(-4-2) (A —4r+4)+4+16—-8x—4 -\
= A3+ 120 - 16+ 16 — 8 — A
== +3)
= Eigenwerte von A sind: \; = 0, A2 = v/3,\3 = —V/3
(f) Aus (a) folgt, dass die Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 0 folgende sind:

ve {(-£,0,t) |t e R\{0}}



Aufgabe 4:

1 1 -1 0 —1
(a) | 0 | = 2 | +s 1 le| -2 |=s 1
2 —1 1 3 1

1 -1 0
(b) E = 0 | +s 1+t -2 ||steR
2 1 3
—1 0 5
(c)n= 1 x| -2 ]=1|3
1 3 2
Il I 1 -1
(d) | z2 | €gaF<3seR| zo | = 2 | +s 1 |undzy+x9+23=1
I3 I3 -1
I 1 —
S dseR | xo = 2 + s 1 undl—-s+2+s—-1+s=1
T3 -1
I 1 —
SdseR | xo = 2 | +s 1 und s = —1
I3 -1 1
I 2 2
SdseR| x| = 1 =gal = 1
T3 —2 —2

Aufgabe 5:

VA1, A2, A3 € R: AMfi+Xafo+A3fz3 =0
SVreelR: )\1f1(1‘) + )\Qfg(l') + Agfg(l‘) =0
:>($:0) AM+A+A3=0
= (z=1n2) 2\ + 3 +A3=0
:>(x:ln%) %)\1—{—2)\2+)\3:0

1 1110
Sdet| 2 1 1 | 0 | L2320
L2100

2
= f1, f2, f3 sind linear unabhéngig

Auch iiber GALG lésbar!



