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Hinweise:

• Die Lösungen bitte jeweils auf den freien Platz unterhalb der Aufgabe schreiben. Benutzen
Sie ggf. auch die freien Rückseiten der Aufgabenblätter,jedoch kein anderes Papier!

• Der Lösungsweg muss bei jeder Aufgabe erkennbar sein!

• Hilfsmittel:

– nicht programmierbarer Taschenrechner

– handschriftliche Formelsammlung (ein A4 Blatt, einseitig)

• Verwenden Sie bitte keinen Bleistift und keinen roten oder grünen Stift.

• Bei einem Täuschungsversuch wird die Klausur mit 5,0 bewertet.
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1. Aufgabe (10 Punkte): Signale im Zeit- und Frequenzbereich

1.1. Zeittransformation (2 Punkte)
a) Skizzieren Sie die Funktionu1(t) = ⊓4T (4 · t − 2T ). Achten Sie dabei auf eine vollständige Be-
schriftung. (1 Punkt)

Lösung:Breite des Re
hte
ks: 0,5 Punkte, Lage und Amplitude: 0,5 Punkte.
0 T t

1

⊓4T (4 · t − 2T )

b) Gegeben sei die Vorzeichenfunktion

sgn(t) =






−1 : x < 0
0 : x = 0
1 : x > 0

.

Stellen Sieu2(t) = ⊓2T (t) als additiveÜberlagerung von verschobenen und gewichteten Vorzeichen-
funktionen dar! (1 Punkt)

Lösung:

u2(t) =
1

2
� (sgn(t + T ) − sgn(t − T )

)Vorfaktor UND Vers
hiebung um±T : 0,5 Punkte, Reihenfolge der sgn()-Terme: 0,5 Punk-te.
1.2. Periodische Signale und Faltung (2.5 Punkte)
Gegeben ist die zeitkontinuierliche Funktionu3(t):

u3(t) = A · ⊓T (t) ∗ (⊓T (t) ∗ δ2T (t))

Skizzieren Sieu3(t). Achten Sie auf eine vollständige Beschriftung. (2,5 Punkte)

Lösung:Jeweils 0,5 Punkte f�ur: Form=Dreie
k,Periodendauer=2T,Breite des Dreie
ks, PhasenlageDreie
k, Amplitude).
u3(t)

t

A · T

T 2T
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1.3. Fouriertransformation (1.5 Punkte)
Bestimmen Sie die Fouriertransformierte des Signalsu3(t). (1,5 Punkte)

Lösung:

U3(jω) = A � T � π︸ ︷︷ ︸
0,5 P

� si2
(

ω � T

2

)

︸ ︷︷ ︸
0,5 P

� δ π
T
(ω)

︸ ︷︷ ︸
0,5 P

1.4. Autokorrelation (4 Punkte)
Das Signalu4(t) ist in folgender Skizze dargestellt:

u4(t)

t−T

T

A

−A

Bestimmen Sie denMaximalwert der Autokorrelationmax( ruu(λ) ). (1 Punkt)

Lösung:

ruu(τ = 0) =

∫
∞

−∞

u4(t)
2 dt

ruu(τ = 0) =

∫ T

−T
A2 dt = 2 � A2 � T

Berechnen und skizzieren Sieruu(λ). Achten Sie auch hier auf die vollständige Beschriftung. (3
Punkte)

Lösung:
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ruu(τ)

τ
−2T −T T 2T

2A2T

−A2T

0,5 Punkte f�ur die Symmetrie und Phasenlage, 0,5 Punkte f�ur die Breite und H�ohe, 0,5Punkte f�ur die Form.
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hnung:Symmetrie: ruu(τ) = ruu(−τ) (0,5 Punkte)

τ ∈ [0, T ]: graphis
he Integration liefert (s. Bild unten)
ruu(τ) = 2 � A2 � ((T − τ) − A2 � τ)

= A2 � (2T − 3τ) (0,5 Punkte)

u4(t)

t

τT − τ

−T

T

A

−A

τ ∈ [T, 2T ]: graphis
he Integration liefert (s. Bild unten)
ruu(τ) = −A2 � (Breite desÜberlappungsbereichs︸ ︷︷ ︸

=−τ+T−(−T )

)

ruu(τ) = −A2 � (2T − τ) (0,5 Punkte)

u4(t)

t

−τ + T

−T

T

A

−A−τ
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2. Aufgabe (10 Punkte): Zeitkontinuierliche Signale und Systeme

Die drei zeitkontinuierlichen LTI-SystemeH1, H2 undH3 werden wie dargestellt zum SystemHges

verschaltet

H1 H2 H3 +

2.1.Übertragungsfunktion (2 Punkte)
Geben SieHges.(s) als Funktion vonH1...3(s) an! (0.5 Punkte)

Lösung:

Hges.(s) = H1(s) � H2(s) � H3(s) + H1(s) � H2(s)

= H1(s) � H2(s) � (1 + H3(s)
)

(0,5 Punkte)

Vom SystemH2 ist dieÜbertragungsfunktion gegeben, vom SystemH3 die Impulsantwort:

H2(s) =
s − 1

(s − 1 + 3j)(s − 1 − 3j)

h3(t) = 5 ·σ(t) · e−t

Geben Sie die konkrete GesamtübetragungsfunktionHges(s) in Abhängigkeit vonH1...3(s) in Pol/Null-
stellenform an.H1(s) soll dabei ausgeklammert werden. Sollten SieH3(s) nicht bestimmen können
setzen Sie zum weiterrechnenH3(s) = 1

s+1
an. (1 Punkt)

Lösung:

H3(s) =
5

s + 1
(0,5 Punkte)

Hges.(s) = H1(s) � s − 1

(s − (1 − 3j)) � (s − (1 + 3j))
� (1 +

5

s + 1

)

︸ ︷︷ ︸
= s+1

s+1
+ 5

s+1

= H1(s) � ( s − 1

(s − (1 − 3j)) � (s − (1 + 3j))
� s + 6

(s + 1)

)

= H1(s) � ( (s − 1) � (s + 6)

(s + 1) � (s − (1 − 3j)) � (s − (1 + 3j))

)
(1 Punkt)

2.2. Stabilität (2 Punkte)
Das SystemH1 soll nun so bestimmt werden, dass das GesamtsystemHges stabil ist. Bestimmen Sie

die ÜbertragungsfunktionH1(s) so, das es ein Allpaß ist und zudem|H1 (s = 3)| !
= 1 gilt.
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Lösung:Das System hat ohne H1(s) Nullstellen bei s00
= 1 und s01

= −6 sowie Polstellen bei
sx0

= −1 und sx1/2
= 1 ± 3j. Letztere liegen in der positiven H�alfte der s-Dom�aneund verhindern ein stabiles System. Somit mu� H1(s) zur Kompensation Nullstellen bei

s00/1
= 1 ± 3j aufweisen. Da es zudem ein Allpa� sein soll m�ussen diese Nullstellen umjeweils eine Polstelle erg�anzt werden, deren Position der an der jω-A
hse gespiegeltenNullstelle entspri
ht, d.h. sx0/1

= −1 ± 3j. Damit ergibt si
h
H1(s) =

(s − 1 − 3j) � (s − 1 + 3j)

(s + 1 − 3j) � (s + 1 + 3j)
(1 PunktSetzt man s = 3 ein so erh�alt man

|H1(s = 3)| =

∣∣∣∣
(2 − 3j) � (2 + 3j)

(4 − 3j) � (4 + 3j)

∣∣∣∣

|H1(s = 3)| =

∣∣∣∣
(4 + 9)

(16 + 9)

∣∣∣∣ =
13

25Der Betrag kann dur
h einen Vorfaktor von 25
13 wie gefordert normiert werden. Somitergibt si
h letztendli
h

H1(s) =
25

13
� (s − 1 − 3j) � (s − 1 + 3j)

(s + 1 − 3j) � (s + 1 + 3j)
(1 Punkt

2.3. Laplace-Transformation (1 Punkt)
Leiten Sie die rechtsseitige Laplace-Transformatierte von u5(t) = A ·σ(t) · cos(ω0t) her! Hinweis:
cos(ω0t)=̂

1
2
· (ejω0t + e−jω0t).

Lösung:Mit der Linearit�at der Lapla
e-Transformation, dem Modulationssatz L
{
e−at � f(t)

}
=

F (s + a) und dem Transformationspaar L {1} = 1
s folgt

L

{
A

2
� (ejω0t + e−jω0t

)}
=

A

2
� (L{1 � ejω0t

}
+ L

{
1 � e−jω0t

})

=
A

2
� ( 1

s − jω0
+

1

s + jω0

)

=
A
2 � (s + jω0t + s − jω0t)

s2 + ω2
0

= A � s

s2 + ω2
0

2.4. Abtastung (5 Punkte)
Ein zeitkontinuierliches Signalu(t) wird, wie im Blockschaltbild dargestellt, mit der AbtastdauerT
nichtideal abgetastet.

H4

H5×

δT (t)

u(t) y(t)
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b) Welche Bedingungen müssen erfüllt sein damit das Gesamtsystemkausal ist? Bitte begründen Sie
Ihre Antwort. (1 Punkt)

Lösung:Das System ist kausal wenn H5(jω) kausal ist. Die Multiplikation mit einem beliebigenSignal �andert ni
hts an der Kausalit�at des resultierenden Signals.
c) Welche Bedingungen müssen anT undH5(jω) gestellt werden damit eine fehlerfreie Rekonstruk-
tion von u(t) möglich ist? Die maximale Frequenz vonu(t) sei BQ. Begründen Sie Ihre Antwort!
(Ggf. erst Punkt d) lösen!) (1 Punkt)

Lösung:1. Abtasttheorem: fT = 1
T ≥ 2 � BQ (0,5 Punkte)2. Bandbreite von H5(jω) ≥ BQ. (0,5 Punkte)
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d) Bestimmen Sie allgemein das SpektrumY (jω) des Ausgangssignals in Abhängigkeit des Spek-
trums des EingangssignalsU(jω). Geben Sie das Ergebnis in Summenschreibweise an. (2 Punkte)

Lösung:

y(t) = h5(t) ∗
(
u(t) � (δT (t) ∗ h4(t))

)

⇒ Y (jω) = H5(jω) � ( 1

2π
� U(jω) ∗

(
2π

T
� δ 2π

T
� H4(jω)

))

= H5(jω) � ( 1

T
� U(jω) ∗

(
δ 2π

T
(ω) � H4(jω)

))

= H5(jω) � ( 1

T
� ∞∑

k=−∞

U
(
j(ω − k � 2π

T
)
) � H4

(
j

(
k � 2π

T

))
)Jeweils einen halben Punkt f�ur die spektrale Wiederholung von U(jω), ωT -Perjodizit�at derspektralen Wiederholungen, Gewi
htung der spektralen Wiederholungen mitH4

(
j
(
k � 2π

T

) ),Multiplikation mit H5(jω)
T .

e)Es seih4(t) = ⊓T
2

(t). Bestimmen SieY (jω) H5(jω) so, dassy(t) = u(t) gilt! Es gelten die
Bedingungen von Punkt c). (1 Punkt)

Lösung:

H4(jω) =
T

2
� si(ω � T

4

)

Y (jω) =
1

2
� H5(jω) � ( ∞∑

k=−∞

U
(
j(ω − k � 2π

T
)
) � si(k � 2π

T
� T

4

))

=
1

2
� H5(jω) � ( ∞∑

k=−∞

U
(
j(ω − k � 2π

T
)
) � si(k � π

2

))
(0,5 Punkte)Auss
hneiden der 0. spektralen Wiederholung dur
h ein Tiefpa� und Verst�arkung um denFaktor 2 ⇒ H5(jω) = 2 � ⊓ π

T
(ω) (0,5 Punkte).
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3. Aufgabe (10 Punkte): Zeitdiskrete Signale und Systeme

3.1. z-Transformationen (4 Punkte)
Gegeben sei die Impulsantworth6[n] eines zeitdiskreten Filters:

h6[n]

n−1 0 1 2

1

−2

a) Berechnen Sie diez-TransformierteH6(z)! (0.5 Punkte)

Lösung:

H6(z) = 1 − 2 � z−1 + 1 � z−2

b) Berechnen Sie die Pol- und Nullstellen des Filters und tragen Sie diese in derz-Ebene ein! (1
Punkt)

Im{z}

Re{z}1
×

zx0/1

◦
z00/1

Lösung:

H6(z) =
z2 − 2 � z + 1

z2p/q-Formel f�ur quadratis
he Glei
hungen x2 + px + q = 0

x0/1 = −p

2
±
√(p

2

)2
− q

⇒ z0/1 = 1 ±
√

1 − 1Doppelnullstelle bei z0/1 = 1 (0,5 Punkte), doppelte Polstelle im Ursprung (0,5 Punkte).
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c) Ist das Filter minimalphasig? Begründen Sie ihre Antwort! (0.5 Punkte)

Lösung:Ja, System ist allpa�frei.
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e) Berechnen Sie die FouriertransformierteH5(jΩ) und zeichnen Sie den Betragsfrequenzgang in das
folgende Diagramm ein! Begründen Sie die Existenz der Fouriertransformierten! (2 Punkte)

|H5(jΩ)|

Ωπ

4

Lösung:Ausnutzung der Symmetrie:
H6(z) = z−1 � (z + z−1 − 2

)Substitution: z = ejΩ

H6(jΩ) = e−jΩ � (ejΩ + e−jΩ − 2
)

= e−jΩ � 2 � (cos (Ω) − 1)

|H6(jΩ)| = 2 � |cos (Ω) − 1|Jeweils einen halben Punkt f�ur: Vorfaktor,Tiefpa�verlauf,Cosinus, Skizze ri
htig bes
hrif-tet UND Begr�undung.
3.2. Zeitdiskrete Systeme (4 Punkte)
Gegeben ist das folgende zeitdiskrete lineare SystemH6.

z−1z−1

z−1z−1

b0 b1 b2

a1a2

u(n)

y(n)
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a) Es seien die Filterkoeffizientena1 = 1 unda2 = −0, 25 gegeben. Bestimmen Sieb0, b1 undb2 so,
daßH6 Allpassverhalten aufweist. (4 Punkte)

Lösung:IIR-Filter: H(z) = 1
1−z−1+ 1

4
� z−2

⇒ Nullstellen von z−2 � (z2 − 1 � z + 1
4

).
z0/1 =

1

2
±

√(
1

2

)2

− 1

4
⇒ Doppelpolstelle beiz0/1 = 0, 5Allpa�: Nullstellen m�ussen spiegelsymmetris
h zum Einheitskreis liegen ⇒ Doppelnull-stelle bei z0/1 = 1

0,5 = 2. Somit gilt f�ur den FIR-Anteil: H(z) = (z−2)(z−2)
z2 = z2

−4 � z+4
z2 =

1− 4 � z−1 + 4 � z−2 und man erh�alt die FilterkoeÆzienten zu a0 = 1, a1 = −4 und a2 = 4.0,5 Punkte f�ur die ri
htige Bes
hreibung eines Allpasses im z-Berei
h, jeweils 0,5 Punktef�ur jede korrekte Nullstelle ODER einen halben Punkt f�ur den ri
htigen Ansatz.
b) Es geltea1 = 0, a2 = 0, b0 = 1, b1 = 2 und b2 = −1. Bestimmen Sie die ersten beiden
Koeffizienten einer DFT(N = 4) der Impulsantwort! (2 Punkte)

Lösung:Auf 4 Punkte erweiterte Impulsantwort: h[k] = {1, 2,−1, 0}.
HDFT [n] =

N−1∑

k=0

h[k] � e−jkn 2π
N Nur das: 0.5 Punkte

⇒ HDFT [0] =
3∑

k=0

h[k] � e−jk � 0 � 2π
N

=

3∑

k=0

h[k]

= 2 (1 Punkt)

HDFT [1] =

3∑

k=0

h[k] � e−jk � 1 � 2π
N

= 1 + 2 � e−j � 1 � π
2 − 1 � e−j � 2 � π

2

= 1 + 2 � (cos(−π

2

)
+ j � sin

(
−π

2

))
− 1 � (cos (−π) + j � sin (−π))

= 1 + 2 � (0 − j) − 1 � (−1 + 0j)

= 2 − 2 � j (1 Punkt)
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3.3. FIR-Filter (2 Punkte)
Bei der Aufnahme von Tonsignalen mittels einer Soundkarte (Abtastrate8 kHz, 16 Bit/Abtastwert)
fällt ein störendes50 Hz-Brummen auf. Entwerfen Sie ein FIR-Filter mit möglichst kurzer Verzögerung,
welches dieses Brummen ausblendet (Notch-Filter). Geben Sie die Filterkoeffizienten und die Durch-
laufverzögerung an!

Lösung:FIR-Filter mit 2 Nullstellen auf dem Einheitskreis bei z0/1 = e±jΩ0 , wobei si
h Ω0 ausder Verh�altnisglei
hung
Ω0

f0
=

2π

fTzu Ω0 = 2π � 50 Hz
8 kHz ergibt. Das FIR-Filter hat somit folgende z-Transformierte:

H(z) =
(z − z0) � (z − z0)

z2

=
z2 − z � (z0 + z0) + z0 � z0

z2

=

z2 − z � 2 � Re{z0}︸ ︷︷ ︸
cos(Ω0)

+ |z0|2︸︷︷︸
=1

z2

= 1 − 2 � cos

(
2π � 50 Hz

8 kHz

) � z−1 + 1 � z−2Es ist also ein FIR-Filter mit den KoeÆzienten a0 = 1, a1 = −1, 9985 und a2 = 1 (f�urjeden 0.5 Punkte). Da das Signal �uber zwei "Spei
her\ verz�ogert wird (z−2!) betr�agt dieSignalverz�ogerung 2 � T = 2
fT

= 0, 25 ms (0.5 Punkte).
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