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von 15 Minuten.

Form der Abgabe: Bitte lassen Sie Thr bereitgestelltes Papier geklammert.

Hilfsmittel: Es sind keine Hilfsmittel zugelassen. Fiir die Antworten darf nur das bereitgestellte
Papier verwendet werden.

Los-Nummer: Tragen Sie in das Feld ,Los-Nr* die Thnen ausgeteilte Nummer ein. Unter dieser
Nummer finden Sie spéter Thre erreichten Punkte und Thre Note.
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Aufgabe 1 10 Punkte

Bitte kreuzen Sie bei den folgenden Aussagen jeweils an, ob die Aussage stimmt oder ob sie nicht
stimmt. Jede richtige Antwort gibt 1 Punkt, jede falsche Antwort 0 Punkte. Jede leere oder nicht
eindeutig ausgefiillte Anwort gibt 0,5 Punkte.

o ist in dieser Aufgabe eine beliebige Signatur und ¢, ¢ sind beliebige pradikatenlogische Formeln.

Aussage Wahr | Falsch
1. | =¢ = ¥ ist eine pradikatenlogische Formel. O X
2. | Es gibt nur endlich viele endliche o-Strukturen. O 039
3. | Wenn Vzyp(x) allgemeingiiltig ist, dann ist Jzp(z) allgemeingiiltig. X O
4. | Es gibt eine zu ¢ dquivalente Formel in Prénexnormalform. (%) O
5. | Wenn ¢ keine Quantoren enthélt, ist ¢ eine aussagenlogische Formel. O X
6. | Mindestens eines von ¢ oder —¢ ist erfiillbar. X O
7. | Jeder bijektive Homomorphismus ist ein Isomorphismus. O (%)
8. | Jeder Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. X O
9. | Jede giiltige Sequenz besitzt eine Sequenzenkalkiilableitung aus Axiomen. K O
10. | Elementar dquivalente Strukturen sind isomorph. O X
Aufgabe 2 7+7=14 Punkte

Betrachten Sie die Strukturen Z := (Z, A%) und Q := (Q, A?), wobei A ein 3-stelliges Relationssymbol
ist, das auf Z und Q als die iibliche Addition interpretiert wird. Das heif3t

(z,y,2) € AL —= z4+y=2z2

fiir alle x,y, z € Z und analog fiir AZ.

(i) Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir den Herausforderer fiir das 2-Rundenspiel G2(Z, Q) an.
Geben Sie aulerdem eine trennende Formel ¢ vom Quantorenrang 2 an.

(i) Wir betrachten die Redukte Z|g, Qlyp von Z, Q auf die leere Signatur. Welcher Spieler gewinnt
G(Zlp, Qlp) und warum?

Losung zu Aufgabe 2

(i) Im ersten Zug spielt Herausforderer auf a; := 1 € Z, Duplikatorin antwortet mit b3 € Q. Im
nichsten Schritt spielt Herausforderer auf by := b1/2 € Q. Duplikatorin kann nicht korrekt
antworten, weil es kein z € Z gibt mit z + z = 1 = a4, aber es gilt by + by = b;.

Eine trennende Formel ist ¢ :=Vz3y(y + y = ).

(#) Duplikatorin gewinnt G(Z|p, Qlg). Die beiden Strukturen Z|y und Qlp sind isomorph, weil sie
gleichméchtig sind und die Signatur leer ist.

Aufgabe 3 24+9=11 Punkte

(i) Definieren Sie, was Axiome im Sequenzenkalkiil sind.

(ii) Sei o eine Signatur, die mindestens die Konstante ¢ enthélt, und sei ¢ € FO[o]. Beweisen Sie
mit dem Sequenzenkalkiil die Allgemeingiiltigkeit von

ac=c— .
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Beachten Sie bitte: Falls Sie eine der Substitutionsregeln (S=-) oder (=S5) verwenden, miissen
Sie angeben, was ¥(z), t und ¢’ im Kontext dieser Regel sind.

Losung zu Aufgabe 3

(i) Eine Sequenz ® = A ist ein Axiom genau dann, wenn ® N A # ().

(i)

.y de=ct=>{e=cpb
(S;Z) T={c=c o) mit ¢t :=c¢
(:>_>) {—\c:c}:>{gp}
0= {-c=c— ¢}
Aufgabe 4 7+7=14 Punkte

Zeigen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Regeln.

. = A
(9 D= A
P A
)55

Loésung zu Aufgabe 4

(i) Diese Regel ist korrekt.

Angenommen ® = A ist giiltig. Sei Z eine Interpretation mit Z = ® U {¢}. Dann gilt
insbesondere Z = ®. Aus der Giiltigkeit von ® = A folgt, dass es ein § € A gibt mit Z = §.
Dies zeigt die Giiltigkeit von @, = A.

(#i) Diese Regel ist nicht korrekt.

Sei o = {c,d} eine Signatur mit zwei Konstantensymbolen, ® := ), 1) := (¢ = d) und A := {¢}.
Dann ist die obere Sequenz giiltig, weil sie ein Axiom ist, die untere jedoch ungiltig, weil ¢ = d
nicht allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 5 5+5+5=15 Punkte

Sei 0 = {+,-, Z} eine Signatur mit zwei 2-stelligen Funktionssymbolen +, - und einem 1-stelligen
Relationssymbol Z.

Sei R = (R, +7%,-® Z®) die Struktur reellen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation
und Z® := Z C R. Geben Sie Formeln o1 (z,y), p2(z), p3(x) an, sodass gilt

(i) p1(R) = {(z,y) € R* |z <y},
(ii) p2(R) ={x € Z | x ist gerade},
(iii) o3(R) = Q.

Sie miissen Thre Antworten in dieser Aufgabe nicht begriinden.
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Losung zu Aufgabe 5

(i) p1(z,y) == Fz(x + (2 2) = y).
(it) p2(x) :=y(Z(y) Ny +y =)
(iii) o3(x) :=y2(Z(YWANZ()N-z4+2=2z ANy=2x - 2).
z ist nicht 0

Diese Formel ist wahr genau dann, wenn es ganze Zahlen y, z gibt mit z # 0 und = £. Das
ist genau dann der Fall, wenn x eine rationale Zahl ist.

Aufgabe 6 10 Punkte

Sei 0 = {E} eine Signatur mit einer 2-stelligen Relation und sei C die Klasse der endlichen o-
Strukturen, die ungerichtete, schlaufenfreie Graphen sind. Sei K5 der vollstdndige Graph mit 3 Knoten.

Zeigen Sie, dass die Klasse der Graphen, die keinen K3 als Subgraph enthalten, in C endlich
axiomatisierbar ist.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung zu Aufgabe 6

3 3
@ = —dzy---dz3 /\ /\ E(z;, ).

i=1j=i+1

Diese Formel ist wahr, wenn es 3 Knoten gibt mit einer Kante zwischen jedem Paar von unterschied-
lichen Knoten. Auf x; # z; und auf die Kanten in beide Richtungen muss man nicht priifen, weil C
die Klasse der ungerichteten, schlaufenfreien Graphen ist.

Aufgabe 7 84+-8=16 Punkte

Sei o := {+,+,0, 1} eine Signatur mit zwei 2-stelligen Funktionssymbolen +,- und zwei Konstanten
0, 1. Wir betrachten die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R als o-Strukturen, interpretiert
auf die natiirliche Weise.

(i) Wie viele Isomorphismen f: Q — Q gibt es?
(ii) Wie viele Isomorphismen g : R — R gibt es? Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 5.1i.

Begriinden Sie Thre Antworten.

Losung zu Aufgabe 7

(i) Sei f:Q — Q ein Isomorphismus. Zunéchst stellen wir fest, dass f(0) = 0 und f(1) =1 gelten
muss.

Wenn fiir n € N gilt f(n) =n, dann gilt
fln+1)=fn)+f1)=n+1.

Also gilt f(n) = n fiir alle n € N nach Induktion.
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Sei p, ¢ € N mit g # 0. Dann ist

p=f(p)=fw/qa-9)=fp/a)- fla) = fp/2)q

also ist f(p/q) =p/q.
Wenn f(z) = z gilt fiir ein € Qx¢, dann ist

0=1(0) = f((=2) +2) = f(=x) + f(2) = f(-z) + =,

also ist f(—z) = —ux fiir alle x € Q>o.

Damit gilt f(z) = x fiir alle x € Q. Weil f beliebig gewéhlt war, zeigt dies, dass es nur einen
einzigen Isomorphismus gibt.

(i) Sei g : R — R ein Isomorphismus. Weil Q eine Substruktur von R ist, folgt mit demselben
Argument wie im vorigen Aufgabenteil, dass g(z) = z fir alle z € Q.

Sei z,y € R mit z < y. Dann gibt es ein 7 € R mit y — z = r2. Dann gilt auch g(r)? =
9(y —x) = g(y) — g(x), also hat g(y) — g(z) eine Quadratwurzel und ist damit nicht negativ,
also gilt g(z) < g(y). Der Isomorphismus g erhilt also die Ordnung <.

Angenommen es gibt ein a € R, sodass f(a) # a. Dann ist f(a) < a oder f(a) > a. Angenommen
f(a) < a.Seibe Qmit f(a) < b< a. Dann gilt

0<b— fla) = f(b) - f(a) = J(b—a) < F(0) = 0,

was ein Widerspruch ist. Die Identitét ist damit der einzige Isomorphismus g : R — R.
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Regeln des pradikatenlogischen Sequenzenkalkiils

0 BERESETS o e

) G & =) 55 st

3> T e s =3 355300

(5 <I>,t(it1’p,(zt/»)(ziA (=5) @,f;?ﬁﬁ(z?(t’) () g

(%) wobei ¢ ein nicht in ®, A oder ¥(x) vorkommendes Konstantensymbol ist.

In den Regeln steht ¢ fiir einen beliebigen Term.
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