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Algebraische Spezifikation

Aufgabe 1

10 Punkte

Diese Aufgabe bezieht sich auf die Spezifikation SP; = (31, F1) und die Algebren A und B auf
Seite 19.
Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an!
Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt
abgezogen, wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.

Aussage

wahr

falsch

opl(cl,c2) = opl(op2(opl(cl,c2)),c2) ist eine Grundgleichung.

Es gibt einen Homomorphismus ¢g: A — B.

Es gibt einen Homomorphismus h: B — A.

Es gibt einen surjektiven Homomorphismus e: Ty, — A.

Die Gleichungen (2) und (b) sind in A giiltig.

Es gibt Algebren, in denen () giiltig ist und (b) nicht.

Es gibt Algebren, in denen (b) giiltig ist und (2) nicht.

Es gilt INIT(SP1) C MOD(SPy).

O P S Y o=

Sei X eine SPi-Algebra, Y eine beliebige 3;-Algebra und g: X — Y
ein surjektiver Homomorphismus, dann ist Y in jedem Fall auch eine
SP1-Algebra.

10.

Sei ~ eine beliebige Kongruenzrelation auf der Algebra A, dann erfiillt
auch die Quotientenalgebra A/~ die Spezifikation SP;.

Lésung:

Begriindung

wahr

falsch

Alles in Ordnung

a bis d auf 1, e und f auf 100, g beliebig

Nicht moglich wegen widerspriichlicher Konstanten

Nicht moglich, da g in der Trégermenge Ay nicht erreichbar

Definition in A symmetrisch, in B konstant

(@ Instanz von (b)

| <

Offensichtlich

©| N TR =

Surjektive Homomorphismen bewahren Gleichungen

1

e

Kongruenz ~ unter Operationen abgeschlossen

siisiks




Fiir die folgenden Aufgaben sind die Spezifikation SPy = (3,, F5) und die SPy-Modellalgebra
M auf Seite 19 gegeben.

Aufgabe 2 6 Punkte

Ergénzt die Termalgebra T%,!

5 BOOT T« e v e e e
Sy 50 T+« e v e e et
WTZ2 € TE27b001, WT22 T
ng2 € T§;27b001, ng2 T e e e
leerT22 € Ty, tito, leerT22 e
reingy, : T, p001 X I3, g180 — T3, gitor (T, Y) o et
rausry, T55 tig0 = I3 fif0, Y b o e
Lésung:

T, boo1 = {w, £} (1 Punkt)

Ty, rito = {leer} U {rein(z,y) |z € Tx, 001, Y € Tx,sito} U {raus(y) |y € Ts, siso}
(0,541+1 Punkte fiir die Teilmengen)

Wry, =W (0,5 Punkte)

fry, = £ (0,5 Punkte)

leery, = leer (0,5 Punkte)

reing, : (7,y) = rein(z,y) (0,5 Punkte)

rausy, : y +— raus(y) (0,5 Punkte)



Aufgabe 3 29 Punkte

Wir wollen zeigen, dass SP, initial korrekt beziiglich der Algebra M ist. Vervollstandigt hierzu
den folgenden Beweis mit schrittweiser Korrektheit!

Wahl der Spezifikation SP’ C SP,:

Wir wihlen die Spezifikation SP’ = (X', E') C SPy so, dass sie nur frei erzeugende Operationen
enthalt, also:

SpP' =
sorts: bool,fifo

opns: w: — bool (0,5 Punkte)

f: — bool (0,5 Punkte)

leer: — fifo (0,5 Punkte)

rein: bool fifo — fifo (0,5 Punkte)
vars:  (keine oder beliebiger Teil der urspriinglichen) (0,5 Punkte)
eqns:  (keine) (0,5 Punkte)



SP’ initial korrekt beziiglich M|gp:

Da die Spezifikation SP’ keine Gleichungen enthélt ist die Reprisentantenalgebra R gleich der
Termalgebra Tyy. Es bleibt zu zeigen, dass die Termauswertung eval(M): Tsy — M bijektiv ist:

Injektivitat:
Seien s, 8" € Ty poor Mit eval(M )poo1(s) = b = eval(M )poor ().

Seien s, 8" € Ty riro mit eval(M)siso(s) = w = eval(M )sigo(s).
Induktion iiber die Lénge von w:
Induktionsanfang: |w| = 0

Induktionsvoraussetzung:

Fiir ein Wort v der Lénge |v| = n und Terme 7,7’ € Ty igo mit eval(M)siso(r) = v =
eval(M)¢i50(r") gilt r =1/,

Induktionsschritt: |w| =n+1



Lésung:

Injektivitdt: Seien s,s" € Ts poor - - -
Firb=4 gilt s=£f = fiir b= v gilt s =w=5". (2 Punkte)
Seien s,s" € Ty fito - - -
Induktion iiber die Lénge von w:
Induktionsanfang: |w| = 0
Fiir w = A gibt es in 7% nur den Term leer mit eval(M )¢is0(leer) = A. Daher muss
s = leer = s gelten. (2 Punkte)
Induktionsvoraussetzung: ...
Induktionsschritt: (w| =n+1
In > existiert nur die Operation rein, die zu einem lingeren Wort fiihrt. w hat entweder
die Form v".v oder 4.v. Im ersten Fall miissen s = rein(w,r) und s’ = rein(w,r’), im
zweiten Fall s = rein(f,r) und ¢’ = rein(£,r’) gelten. Da |v| = n und eval(M )sis,(7)
v = eval(M )¢is0(r") gelten, ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und es gilt r = r
und damit auch s = §'. (4 Punkte)

~

Surjektivitat:
Lésung:

Surjektivitat: Fiir jedes b € {0,1} = Myoo1 gibt es den Term
f b=
S = { - b:‘\é/ GTE’7boola

sodass eval(M )poo1(s) = b. (2 Punkte)
Fiir jedes w = by. .. .. by, € {0,1}* = M;is, gibt es den Term

s = rein(sy,...rein(s,,, leer)) € T5 iz,

e
1= W bl

sodass eval(M)siso(s) = w. (2 Punkte)

4
v € TE’,boolu



Sortengleichheit:

Die Sorten von SP’ und SP, sind offensichtlich gleich.

M erfiillt E, \ E':

Gleichung (D:

Gleichung (3):






Lésung:

Gleichung (D): Sei ass eine beliebige Variablenbelegung (D) hat keine Variablen).

Dann gilt:
xeval(ass)siso(raus(leer)) = rausy (A) = A = xeval(ass)siso(leer)
(1 Punkt)
Gleichung (2): Sei asspo01(b) = .
Dann gilt:
xeval(ass)¢iso(raus(rein(b, leer))) = rausy (z) = A = xeval(ass)siso(leer)
(1 Punkt)
Gleichung (3): Sei aSSpoo1(b) = T, aSSpeo1(C) = y und ass¢iso(s) = w.
Dann gilt:
xeval(ass)siso(raus(rein(b, rein(c, s)))) =
rausy (z.y.w) = . fiir w = A und
A T2 ... Tpo1 flirw=ux..... Tn
xeval(ass)¢iso(rein(b, raus(rein(c, s)))) =
x fiir w =\
v.rausy (y.w) = T.Y. Ty ... T fUirw=mxz..... T

(2 Punkte)



SP' C SP, ist vollstindige Erweiterung:

Es ist zu zeigen, dass fiir alle s € Ty, ein ' € Tsy mit s ~p, s’ existiert. Dies zeigen wir mit
struktureller Induktion.

Induktionsanfang:

Induktionsvoraussetzung:
Fiir p € T, poor existiert ein p’ € Ty poo1 it p ~p, p'.
Fiir r € Ty, £150 existiert ein v’ € Tsv ¢15, mit r ~p, 77

Induktionsschritt:

S = T II( P, 1) et

S I LAUS(T )T ottt et
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Lésung:

Induktionsanfang:
s=w: 8 =W E Tspoo1 (1 Punkt)
s=1: 5 =1 € T5 poo1 (1 Punkt)
s = leer: s = leer € Ty 415, (1 Punkt)

Induktionsschritt:
s = rein(p,r): s = rein(p,r) NI\}QQ rein(p’,r’") € Ty siso (2 Punkte)
s = raus(r): s = raus(r) AIJ\]QQ raus(r’)
Induktion iiber 7’:
[A: raus(r’) = raus(leer) ~%2 leer € Tyy tiso
IV: raus(T’”) ~Ey 7"/// € Tzl,fifo
IS: raus(r’) = raus(rein(p”,r"))
Fallunterscheidung:
r” = leer:
raus(rein(p”,r")) NC%Q leer € Ty sito
r" = rein(p™,r"):
raus(rein(p”,r")) N@%Q rein(p”, raus(r”)) r\IJ\éQ rein(p”, 1) € Tsy ¢i¢0
(5 Punkte)

Damit sind alle Bedingungen des Satzes zur schrittweisen Korrektheit erfiillt und SP5 ist initial
korrekt beziiglich M. a

11



Aufgabe 4 5 Punkte

Es soll nun ein Operationssymbol sund: fifo — bool hinzugefiigt werden. Die Operation soll
die Konjunktion (,,Verundung®) aller Wahrheitswerte in der Warteschlange berechnen. Thre
Interpretation in der Algebra M ist also sundy;: Msiso — Mpoor mit

v L falls z; = v firalled € {1,...,n} gilt,
Tn) = 4 sonst.

Spezifiziert diese Operation durch eine geeignete Menge an Gleichungen!

Lésung:

sund(leer) = w (1 Punkt)
sund(rein(f,s)) = £ (2 Punkte)
sund(rein(w, s)) = sund(s) (2 Punkte)

12



Petrinetze

Die folgenden Aufgaben 5, 6 und 7 beziehen sich auf das Netz N; und die Markierungen M,
und M, auf Seite 20.

Aufgabe 5

10 Punkte

Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an!
Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt
abgezogen, wobei es jedoch minimal 0 Punkte fiir die ganze Aufgabe gibt.

Aussage

wahr

falsch

to und t4 sind beziiglich M; im Konflikt.

to und t4 sind beziiglich M5 im Konflikt.

Das Netz (N7, M) ist lebendig.

Das Netz (Ny, M) ist beschrénkt.

Unter M, ist die Schaltfolge M; EN M5 N My EN M; 2N Mg moglich.

S| GBI

I,: P — Zmit (I,(p1),...,1,(ps)) = (1,1,0,1,0) ist eine P-Invariante
von Vj.

I.: T — N mit (Li(t1),...,:(ts)) = (1,1,2,0) ist eine T-Invariante
von Vj.

8.

Fiir die Kausalrelation <y gilt: ps <y p1

Sei (

N, M) ein P/T-Netz mit Netzkomplementierung (N’, M").

9.

Wenn ¢, in N’ unter M’ aktiviert ist, dann ist ¢; auch in N unter M
aktiviert.

10.

Die entsprechenden Markierungsgraphen MG und MG’ sind isomorph.

Lésung:

Begriindung

wahr

falsch

Konkurrenz um Token auf ps

Token auf p3 ausreichend

Alle Transitionen lebendig

Auf p5 sammeln sich unbeschriankt Token.

t4 sorgt fiir genug Token auf ps.

SR Ealbad i

p1 und py schalten im Kreis und py ist nur mit einer ,,Self-Loop* ver-
bunden.

Zweifaches Schalten von t3 stellt die verbrauchten Token auf p; wieder
her.

%

Uber t3, p3, ta, po und t;

Aquivalenz des Schaltverhaltens

10.

MG beriicksichtigt Kapazititen, MG’ enthilt Komponenten fiir alle
moglichen Kapazitéiten.

13




Aufgabe 6 11 Punkte

Ergénzt den folgenden Erreichbarkeitsgraphen von (N7, Ms)! Gebt also die jeweils schaltenden
Transitionen an und berechnet die resultierenden Markierungen, die Thr analog zu der gegebenen
Markierung Ms in der Form (M (py), ..., M(ps)) angeben kénnt.

(MQ = (0,1,3,3,0)

e
P

Lésung:

(Mz=(0,1,3,3,0) bl (1,0,3,3,00 -2={ (0,1,1,3,0) F-1—={ (1,0,1,3,0)

ty ty ty ty
( (0,1,2,3,1) b (1,0,2,3,1) 2—={ (0,1,0,3,1) 1= (1,0,0,3,1)
ty 7
( (0,1,1,3,2) b (1,0,1,3,2)
ty 7
( (0,1,0,3,3) b (1,0,0,3,3)

(1 Punkt pro Markierung mit vorhergehenden Transitionen)

14



Aufgabe 7 7 Punkte

Gebt die Netzkomplementierung (N7, M) des Netzes (N7, M;) an!

Losung:

ty

D2 Ps

(1 Punkt pro zusétzlicher Stelle und Kante)

15



Die folgenden Aufgaben 8 und 9 beziehen sich auf das Netz N, (mit unbeschrinkten Kapa-
zitéten) auf Seite 20.

Aufgabe 8 11 Punkte

a) Erginzt die folgende Matrix-Darstellung Ny von N,!
Ny = (P, T, pre, post) mit
P = {p1,p2, p3,pa}

T - {t17t27t3}

pre =

post =

Lésung:
02 2 4 00
200 011

rre=1{ 490 o post=1| o5 o 1 (6 Punkte)
000 00 3

b) Berechnet die P-Invarianten von Nj!

Lésung:

_;1 _f _f 4 -2 0 0

I = "= -2 100
00l -2 11 3
o 0 3

T 2=0 = 2y=2-z;undz3=-3 124
—  Die P-Invarianten sind {s-(1,2,0,0)T +¢-(0,0,-3,1)"|s,t € Z}. (5 Punkte)

16



Aufgabe 9 11 Punkte

a) Gebt (visualisiert) ein Prozessnetz von N, fiir das Schalten der Transitionen to, t3 und ¢,
unter der Anfangsmarkierung M mit M (p;) =4, M(p2) =0, M(p3) = 0 und M (ps) = 0 an!

b) Gebt die nebenldufigen Transitionen dieses Prozesses an!

c) Gebt alle mit der Kausalrelation des Prozessnetzes vertriglichen totalen Ordnungen der
Transitionen an!

17



6

T S A 7
(8 Punkte)

b)
to und t3 sind nebenldufig. (1 Punkt)

c)

ty <ts<tiund i3 <ty <ty (2 Punkte)

18



Signaturen und Algebren

Fiir Aufgabe 1:

SPl - A B
sorts:  x Ay ={a,b,c,d} B, = {1}
y Ay = {e,f,g} By = {99, 100}
opns: cl: —x cly=ce A, clp=1¢€¢ By
c2: —x c24=d e A, c2g=1¢€¢ By
opl:xx —y opl,: Ay x Ay — Ay oplg: By X By — By
(v1,v2) — ? : iillllsstvl - (v1,v9) — 100 fiir alle v; und vy
op2:y —x  op2,: Ay — Ay op2p: By — By
v|—>{a falls v=4¢ v+ 1 fiir alle v
b , sonst

vars:  x1,x2:x
eqns: (@) opl(cl, c2) = opi(c2,cl)
® opl(x1,x2) = opl(x2,x1)

Fiir Aufgaben 2, 3 und 4:

SPy = M

sorts: bool Moo = {4,V'}
fifo Msiso = {4,V }*

opns: wW: — bool Wy =V € Mypoor
f: — bool fyu=146€ Myor
leer: — fifo leeryr = A € Mseiso

rein: bool fifo — fifo reinp: Mioor X Meito — Meiso
(x,w) — x.w
raus: fifo — fifo raus,s: Msiso — Msiso
w|—>{ AL fallsw = A
w' falls w =w'.z,w € Msiso, ¥ € Mpoor
vars: b,c: bool,s: fifo
eqns: (D) raus(leer) = leer
(@ raus(rein(b, leer)) = leer
(3 raus(rein(b, rein(c,s))) = rein(b, raus(rein(c,s)))
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Petrinetze

Fiir Aufgaben 5, 6 und 7:

4

y2
131

4

y2
1 \ / tQ 1ty

OO

D2 bs
(N17 MQ)

Kanten ohne Beschriftung haben ein Gewicht von 1 und Stellen ohne Beschriftung eine Kapa-
zitat von w.

Fiir Aufgaben 8 und 9:
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