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Algebraische Spezifikation

Aufgabe 1 15 Punkte

Diese Aufgabe bezieht sich auf die Spezifikation SP1 = (Σ1, E1) und die Algebren A und B auf
Seite 13.
Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Für
jede richtige Antwort gibt es 1,5 Punkte, für jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,
wobei es jedoch minimal 0 Punkte für die ganze Aufgabe gibt.

Aussage wahr falsch
1. “add(cat, put(cat))” ist ein Grundterm.
2. “put(cat) = add(put(cat), best)” ist eine Grundgleichung.
3. Es gibt einen injektiven Homomorphismus h : A→ B.
4. Es gibt einen surjektiven Homomorphismus h : TΣ1 → B.
5. TΣ1 ist eine Repräsentantenalgebra zu der Quotiententermalgebra TSP1

von SP1.
6. Die Gleichung “(e3) : add(cat, put(cat)) = put(cat)” gilt in allen

Algebren C ∈MOD(SP1).
7. Die Algebra B ist operationserzeugt.
8. Die Algebra A ist initial korrekt.
9. Sei D eine operationserzeugte Algebra, dann gibt es für jedes Element

d einer Trägermenge in D einen Grundterm, der zu d ausgewertet wird.
10. Sei ≡ eine Kongruenzrelation und f : s → s eine Operation in der

Signatur Σ, dann gilt f (r1) ≡ f (r2) =⇒ r1 ≡ r2

Für die folgenden Aufgaben sind die Spezifikation SP2 = (Σ2, E2) und die SP2-Modellalgebra
M auf Seite 13 gegeben.

Wir wollen zeigen, dass SP2 initial korrekt bezüglich der Algebra M ist und benutzen dazu das
Beweisverfahren “schrittweise Korrektheit”.

Wir wählen die Spezifikation SP ′ = (Σ′, E ′) ⊆ SP2 so, dass sie nur frei erzeugende Operationen
enthält, also:
opns: t : → bool

f : → bool

empty : → queue

enq : bool queue→ queue

vars: keine
eqns: keine
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Aufgabe 2 12 Punkte

SP ′ initial korrekt bezüglich M |SP ′:

Da die Spezifikation SP ′ keine Gleichungen enthält ist die Repräsentantenalgebra R gleich der
Termalgebra TΣ′ . Es bleibt zu zeigen, dass die Termauswertung eval(M) : TΣ′ →M bijektiv ist:

Injektivität:
Seien s, s′ ∈ TΣ′,bool mit eval(M)bool(s) = b = eval(M)bool(s

′).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Seien s, s′ ∈ TΣ′,queue mit eval(M)queue(s) = w = eval(M)queue(s

′).
Induktion über die Länge von w:
Induktionsanfang: |w| = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Induktionsvoraussetzung:
Für ein Wort v der Länge |v| = n und Terme r, r′ ∈ TΣ′,queue mit eval(M)queue(r) = v =
eval(M)queue(r

′) gilt r = r′.
Induktionsschritt: |w| = n+ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Surjektivität:
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Aufgabe 3 8 Punkte

Sortengleichheit:

Die Sorten von SP ′ und SP2 sind offensichtlich gleich.

M erfüllt E2 \ E ′:

Gleichung 1©:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Gleichung 2©:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Gleichung 3©:
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Aufgabe 4 (Zusatzaufgabe) 10 Zusatzpunkte

SP ′ ⊆ SP2 ist vollständige Erweiterung:

Es ist zu zeigen, dass für alle s ∈ TΣ2 ein s′ ∈ TΣ′ mit s ≡E2 s
′ existiert. Dies zeigen wir mit

struktureller Induktion.

Induktionsanfang:

s = t: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s = f: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s = empty: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Induktionsvoraussetzung:
Für p ∈ TΣ2,bool existiert ein p′ ∈ TΣ′,bool mit p ≡E2 p

′.
Für r ∈ TΣ2,queue existiert ein r′ ∈ TΣ′,queue mit r ≡E2 r

′.

Induktionsschritt:

s = enq(p, r): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s = deq(r): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Damit sind alle Bedingungen des Satzes zur schrittweisen Korrektheit erfüllt und SP2 ist initial
korrekt bezüglich M . 2
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Petrinetze

Die folgenden Aufgaben 5, 6 und 7 beziehen sich auf das Netz N1 und die Markierungen M1

und M2 auf Seite 14.

Aufgabe 5 15 Punkte

Entscheidet, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind und kreuzt entsprechend an! Für
jede richtige Antwort gibt es 1,5 Punkte, für jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen,
wobei es jedoch minimal 0 Punkte für die ganze Aufgabe gibt.

Aussage wahr falsch
1. t2 und t4 sind bezüglich M1 im Konflikt.
2. t2 und t4 sind bezüglich M2 im Konflikt.
3. Das Netz (N1,M1) ist lebendig.
4. Das Netz (N1,M1) ist beschränkt.

5. Unter M1 ist die Schaltfolge M1
t4→M3

t3→M4
t2→M5

t1→M6 möglich.
6. Ip : P → Z mit (Ip(p1), . . . , Ip(p5)) = (1, 1, 0, 1, 0) ist eine P-Invariante

von N1.
7. It : T → N mit (It(t1), . . . , It(t4)) = (1, 1, 2, 0) ist eine T-Invariante

von N1.
8. Für die Kausalrelation <k gilt: p4 <k p1

Sei (N,M) ein P/T-Netz mit Netzkomplementierung (N ′,M ′).
9. Wenn t1 in N ′ unter M ′ aktiviert ist, dann ist t1 auch in N unter M

aktiviert.
10. Die entsprechenden Markierungsgraphen MG und MG ′ sind isomorph.
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Aufgabe 6 15 Punkte

Ergänzt den folgenden Erreichbarkeitsgraphen von (N1,M2)! Gebt also die jeweils schaltenden
Transitionen an und berechnet die resultierenden Markierungen, die Ihr analog zu der gegebenen
Markierung M2 in der Form (M(p1), . . . ,M(p5)) angeben könnt.

M2 = (1, 0, 3, 2, 0)

t4

. . . . . .. . .

. . . . . .

. . . . . .

. . .

. . .. . .. . .

. . .

. . .

. . .

. . .
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Aufgabe 7 13 Punkte

(a) Gebt die Netzkomplementierung (N ′1,M
′
1) des Netzes (N1,M1) an!

(b) Gebt anschließend für (N ′1,M
′
1) die Markierungen der folgenden Schaltsequenz in der Form

(M(p1), . . . ,M(p5), . . .) an: M ′
1 −t3−→ M ′

2 −t2−→ M ′
3 −t4−→ M ′

4.

(c) Zeigt, dass t3 unter M ′
2 nicht aktiviert ist.
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Die folgenden Aufgaben 8 und 9 beziehen sich auf das Netz N2 (mit unbeschränkten Kapa-
zitäten) auf Seite 14.

Aufgabe 8 11 Punkte

a) Ergänzt die folgende Matrix-Darstellung N2 von N2!

N2 = (P, T, pre, post) mit

P = {p1, p2, p3, p4}

T = {t1, t2, t3}

pre =



. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .



post =



. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .


b) Berechnet die P-Invarianten von N2!
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Aufgabe 9 11 Punkte

a) Sei M eine Markierung für das Netz N2 mit: M(p1) = 6, M(p2) = 0, M(p3) = 0 und
M(p4) = 0. Gebt (visualisiert) ein Prozessnetz von N2 für die Schaltsequenz M −t2−→ M1 −t3−→
M2 −t1−→ M3 an!

b) Gebt die nebenläufigen Transitionen dieses Prozesses an!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c) Gebt alle mit der Kausalrelation des Prozessnetzes verträglichen totalen Ordnungen der
Transitionen an!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Signaturen und Algebren

Für Aufgabe 1:

SP1 = A B
sorts: pet Apet = {a1, a2, a3} Bpet = {b1, b2}

group Agroup = P(Apet) Bgroup = {(b1, b2)}
opns: cat : → pet catA ∈ Apet catB ∈ Bpet

catA = a1 catB = b1

best : → group bestA ∈ Agroup bestB ∈ Bgroup

bestA = {a1, a2, a3} bestB = (b1, b2)
put : pet→ group putA : Apet → Agroup putB : Bpet → Bgroup

x 7→ {x} x 7→ (b1, b2)
add : pet group→ group addA : Apet × Agroup → Agroup addB : Bpet ×Bgroup → Bgroup

(x, y) 7→ y ∪ {x} (x, y) 7→ (b1, b2)
vars: x : pet
eqns: (e1) add(x, put(x)) = put(x)

(e2) add(x, best) = add(cat, best)

Für Aufgaben 2, 3 und 4:

SP2 = M
sorts: bool Mbool = {0, 1}

queue Mqueue = {0, 1}∗
opns: t : → bool tM = 1 ∈Mbool

f : → bool fM = 0 ∈Mbool

empty : → queue emptyM = λ ∈Mqueue

enq : bool queue→ queue enqM : Mbool ×Mqueue →Mqueue

(x,w) 7→ x.w
deq : queue→ queue deqM : Mqueue →Mqueue

w 7→
{
λ , falls w = λ
w′ , falls w = w′.x, w′ ∈Mqueue, x ∈Mbool

vars: b, c : bool, q : queue
eqns: 1© deq(empty) = empty

2© deq(enq(b, empty)) = empty

3© deq(enq(b, enq(c, q))) = enq(b, deq(enq(c, q)))
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Petrinetze

Für Aufgaben 5, 6 und 7:

t1 t2

p1

p2

t4

2

p5

p3

p4

t3
3 2

(N1,M1)

t1 t2

p1

p2

t4

2

p5

p3

p4

t3
3 2

(N1,M2)

Kanten ohne Beschriftung haben ein Gewicht von 1 und Stellen ohne Beschriftung eine Kapa-
zität von ω.

Für Aufgaben 8 und 9:

t1 t2

p1

6

p2

t3

2

p3

p4

4 2

3
3

2

N2
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