Lésungen zur Ubung 1 WS 07/08

Losung der Aufgabe 1

Es liegt ein hinsichtlich der Koordinate z ebenes Randwertproblem in kartesischen Ko-
ordinaten vor. Fiir das Potential, welches die zweidimensionale Laplacegleichung

Py ¢

A= 0ar T oy =

0 (1)
zu erfiillen hat, kann nach Bernoulli ein Produkt von Funktionen, die jeweils nur von
einer Koordinate abhingen, angesetzt werden. Auf diese Weise wird die Losung der parti-
ellen Differentialgleichung (1) auf die Losung zweier gewdhnlicher Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt. Dabei ist hier aufgrund der Potentialvorgabe ¢(z) die Separation so vor-
zunehmen, dafl orthogonale Funktionen der Koordinate x entstehen. Da das elektrische
Feld von der Koordinate z unabhéngig ist, wird

kZ:O — ky:,]kx

und wir erhalten als allgemeinsten Potentialansatz

(x,y) = (Ao + Box) - (Co + Doy)

+ Z [A(k;) cos kyx + B(k,) sin kx| - [C(k,) cosh kyy + D(k;) sinh k,y] )
kz#0

Hinweis: Die Separationskonstanten k, werden bei unseren Aufgaben in der Regel dis-
krete Werte annehmen, iiber die in der angegebenen Weise summiert wird. Nehmen die
Separationskonstanten dagegen beliebige Werte an, so ist iiber den gesamten Wertebe-
reich zu integrieren.

Bestimmung der Konstanten

Wir beginnen mit den homogenen Randbedingungen:

»(0,y) =0 — Ao = A(k,) =0
¢(a,y) =0 — By=0]| , sinkja=0 — k:x:@ , n=1,23,...
a
o(z,0) =0 — C(ky) =0
Es folgt die Beriicksichtigung der Potentialvorgabe:
- b
o(x,b) = ¢g cos % — ; E,, sinh % sin nf:x = ¢ COS % (3)
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Um die an dieser Stelle noch unbekannten Konstanten FE,, eliminieren zu kénnen, werden
beide Seiten der Gleichung (3) mit der orthogonalen Funktion sin ™ multipliziert und
anschliefend iiber den Orthogonalitéitsbereich 0 < z < a integriert. Diesen Vorgang
nennt man schlechthin Orthogonalentwicklung.

a a

o0
T . Mmux .. nwb . NTT . MTT
¢o [ cos— sin de = E E,, sinh sin sin dz
a a

a a a
0 n=1 0

'

a sn
2 Ym

Der Witz dabei ist, dafl durch das Auftreten des Kroneckersymbols 97, lediglich das Glied
m = n in der Summe verbleibt und wir daher in die Lage versetzt werden, die Gleichung
nach der Konstanten FE,, aufzulésen. Da der Index m eine beliebige natiirliche Zahl sein
kann, liefert uns die beschriebene Prozedur tatséchlich alle unbekannten Konstanten FE,,.
Mit dem Bronstein—Integral Nr. 408 wird

/ 7T . mnur a [1—cos[(m+1)n] 1—cos[(m—1)n]
cos — sin dr = — +
a a 2m m+ 1 m — 1

0

und wegen
cos[(m + 1)7] = cos|[(m — 1)7] = (—1)™*!

schlief3lich
TE o TIE 0 fiir m ungerade
cos - e A = %mgn_l fiir m gerade

Resultierend stellt sich im Rechteckzylinder also das Potential

2 1 gi h nmb sin
ne — —_— a
o n=2,46,... S =7

oz, y) 4 = n  sinh™¢ g
= > (4)

ein.

Berechnung der elektrischen Feldlinien

Aufgrund der symmetrischen Geometrie in Verbindung mit einer zur Ebene z = 3
schiefsymmetrischen Potentialvorgabe wird diese Ebene zur Aquipotentialfliche ¢ = 0
und es geniigt die Betrachtung des Bereiches 0 < x < 3.
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Betrachten wir einmal den variablen Punkt P(z,y) im oberen Bild. Dann kann man
doch sagen, daf} der elektrische Fluf}, der eine beliebige Verbindungsfliche F' zwischen
den Punkten P(z,y) und (z = §,y = b) durchsetzt, sich bei Variation des Punktes
P(z,y) entlang einer Feldlinie nicht &ndert. Umgekehrt bestimmen also die Konturlinien
des elektrischen Flusses durch F' eindeutig den Verlauf der elektrischen Feldlinien. Da
aufgrund der Ladungsfreiheit des im Bild schraffierten Gebietes durch dessen Hiillflache
kein Nettoflufl hindurchtreten darf, lautet die Feldliniengleichung

bl ) = vie,y) + a5, y) = const. (5)

Aus dem schon bekannten Potentialverlauf erhalten wir den elektrischen Flufl durch
Integration:

a/2
ol 4 - n  cosh ™ nmx nm
hile,y) =e /8_y dz:g;% Z n2—1sinh"7”b COST_C087

n=2,4,6,...

a CcOS —

4 > n  cosh ™ — cogh 2zt nw
dy = e— 2
Y - b0 Z

2 inh nre
y v=4 nozts,. ™ 1 sinh % 2
4 > n cosh *%¥ nmT " nmb
— T,Y) =E€— 9 cos — (—1)2 coth — 6
(@, y) 7T¢0n:§767m n2—1 [sinh"T“b a (=1) a ] (6)

b) Im Aufgabenteil a) haben wir gesehen, daf§ zur Anpassung der allgemeinen Fourier—
Sinusreihe des Losungsansatzes an die kosinusformige Potentialvorgabe eine Orthogonal-
entwicklung erforderlich war. Wir betrachten jetzt eine sinusférmige Potentialvorgabe,
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die also, anders ausgedriickt, in Form der Eigenfunktion n = 1 unseres Problems gege-
ben ist. Damit ist klar, dafl in der allgemeinen Losungssumme tatsdchlich nur das Glied
n = 1 zur Anpassung an die Potentialvorgabe zu beriicksichtigen ist, und die unbekannte
Konstante E; kann sofort bestimmt werden. Ohne Rechnung ergibt sich dann fiir das
Potential das Ergebnis

é(x,y) sinh™ 7z
— o gin | 7
oo sinh%b i a (7)

welches, wie man unschwer erkennt, alle Randbedingungen erfiillt. Ebenso einfach ge-

staltet sich dann auch die Flulberechnung, bei der diesmal zu beriicksichtigen ist, dafl
die Linie x = § zur Feldlinie wird, so daf} 1), dort iiberall verschwindet. Es ergibt sich

dann wieder ohne Rechnung das Resultat

cosh % T
V(@) = edo ———p cos— = |, (8)

Die folgenden Bilder veranschaulichen die Feldausbildung in beiden betrachteten Féllen.
Bemerkenswert ist die Wirbelbildung der elektrischen Feldlinien in den oberen Ecken
des Zylinders bei kosinusformiger Potentialvorgabe. Tatséchlich sieht das Feld dort eher
magnetisch aus, oder genauer wie das magnetische Feld eines in der Ecke angebrachten
Linienstromes. Da ein solches Feld ja auch stets rotations— und divergenzfrei ist (mit
Ausnahme am Ort des Linienstromes natiirlich), konnen wir das elektrische Feld in
unmittelbarer Umgebung der linken oberen Ecke folgendermaflen approximieren:

C
Exe,~ , o=+ (b7

Die Konstante C' erhélt man schliefflich aus dem Wegintegral entlang einer Feldlinie

o= [ E(o)odp — C:%%

o
NE]
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Feldlinien und Aquipotentiallinien bei kosinusformiger Potentialvorgabe

Feldlinien und Aquipotentiallinien bei sinusférmiger Potentialvorgabe
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Losung der Hausaufgabe

Losungsansétze:
2 2
¢ = A sin 2% sinh 21 g-2mh/a g <y<h
a a
2 2rh
¢y = Asin T o=2mv/a ginh 7 fiiy y>h
a a

Dabei wurde bereits die Stetigkeit des Potentials in der Ebene y = h beriicksichtigt.
AuBlerdem kann aufgrund der speziellen Fldichenladung nur das Glied n = 2 der allge-
meinen Losungssumme auftreten. Die Ebene y = 0 ist schliefllich aus Symmetriegriinden
eine Aquipotentialfliche ¢ = 0.

Stetigkeitsbedingung:
. 2rx agbl 8¢2
Dys — Dy1 = qro sin — = &g (———
Y . a dy y y=h
2 2mh 2rh
A —W{ cosh 220 + sinh il } o~2rh/a _ 9F0 _ drod
a - a a €0 2meg

e 27h/a



