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1. Allgemein gilt:

€r € €
rotA=|0 0 % = —€,
A, Ay A,

Angewendet auf die Maxwellschen Gleichungen folgt:

dA
2L +é

0A,
0z

0z

_ OF _ OF R . . S
—exa—zy + ey azx = —jwpH = —jwn (emHm + eyHy) )
. OH _ OH L= - .
—Gxa—zy + ey 8; = jwel = jwe (€, E, + €,Ey) .
Splittet man die beiden orthogonalen Polarisation auf folgt:
8Ey . 62Ey . 8H$ 2
o, e = g Siuntg s = mwinehy,
0F, ) 0’E, . OHy 9
5 = —jwuH, = 9.2 —]wu—az = —w peky.
Es gilt also
0? —
——i—wngE—O mit §:€+i
022 jw
2. Eingesetzt ergibt sich:
92 Ik=

(

Und folglich

exEo el ®o + gyEl ej<I>1) < 9.2
z

+ w2u§ejk'z> =0.

(—jk)%e ™ 4+ Puge 7 = 0

S :w2,u§.

3.
E(z,t) = Re {(é’mEo eI*0 4 &, By eI ) ej(“t_kz)}
E(z,t) = &,Eq cos(wt — kz + ) + éyEr cos(wt — kz + ®q)
7 k — j O — j —jkz
H(z) = —(—€ E1e?™ +eyEye’™)e™
wi
- k
H(z,t) = — (—€yE1 cos(wt — kz 4+ ®1) + €,Ey cos(wt — kz + ®g))
wi
S(2) = ey (5 + D)
- 2w
g ki o 2 2
S(z,t) = —é. (Ej cos®(wt — kz + ®g) + Ef cos®(wt — kz + ®1))
wi
4. a.)

‘(I)()—(I)l‘ :7'('/2 und

|Eo| = | E4|

(10)

(11)

(12)

(13)
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5. Der Ansatz fiir das elektrische Feld lautet:

Ee(z) = Eeoe*jk(zfc) mit Eeo = (e Eo eI®o ey Eq ej‘bl) (16)
E\(2) = tE ge 750 (17)
Er('z) = 7qE‘eOejk(z_C) (18)

Daraus abgeleitet ergibt sich das magnetische Feld:

—

H.(2) = Eeoe*jk(z*c) mit Eeo = (€yEop ed® g By ejq)l), (19)

—

H,(z) = Hype 5G9 mit H,g=t,/=(€,Eo e’ — &,y /%), (20)

—

H (2) = H,ye" =) mit H, = r\/j(—é'yEo eI 4 &, Ey el). (21)
u

Die Vorzeichen ergeben sich am Einfachsten durch Betrachtung des Poyntingvektors. Die Trans-
missions- und Reflexionsfaktoren, r und ¢, sind im Falle des senkrechten Einfalls polarisationsu-

nabhéingig.
Aus der Stetigkeit der tangentialen elektrischen Feldstéirke folgt:

Ew+Eo=Ey = 1+r=t (22)
Und aus der Stetigkeit der tangentialen magnetischen Feldstéarke folgt:

S , S € 5
Ho+H,y=Hy = \/;(1 —r)= \/%t- (23)

Ausgewertet ergibt sich:

r= % (24)
- \/EQT\/E\/E (25)
6. Fiir z < c gilt mit r = |r|e/#r:
[E2)] = |Eeoll(e 777 4 M0
= \/m ‘1 + ‘r’ej(%(zfdﬂpr) (26)
= \/EZ + E} \/1+ |72 + 2|r| cos(2k(z — ¢) + ¢r).
Fiir z > ¢ gilt mit k = 8 — ja
|E(2)| = 1Elle )] = o]/ B + B} e (27)

Anmerkung zur Aufgabenstellung: Um die volle Punktzahl in der Klausur zu erlangen, muss
lediglich qualitativ gezeichnet werden. D.h. es miissen lokale Maxima und Minima erkennbar sein,
insbesondere auch Nullstellen. Desweiteren muss das oszillierende bzw. evaneszente Verhalten

sowie die Einhaltung der Stetigkeitsbedingungen erkennbar sein.
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VEZ + E} k=0
ke 0
‘ z
z=c
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1. Die Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetische Feldstédrke, sowie die Normal-
komponente der magnetischen Feldstirke (u=konstant) miissen stetig sein. Das elektrische Feld

besitzt keine Normalkomponente.

Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstérke folgt:
EoEeijl{"‘E”‘m + EoReijk‘R”‘m = E()TeijkE%m (28)

Damit diese Gleichung fiir beliebige x erfiillbar ist, muss gelten:

kpy = kpe und kgy = ks (29)

Daraus abgeleitet folgt:
kysin(Wg) = k1 sin(¥g) = dJp=19r (30)
kisin(Wg) = kesin(dr) = ersin(Vg) = /e2sin(dr) (31)

2. Da kg, = kp, gilt, folgt kg, # kp,. Damit ist r fiir beliebige Winkel ¥g ungleich Null. Ein

Brewsterwinkel existiert fiir die gegebene Polarisation nicht.

Damit der Brewsterwinkel existiert, muss entweder die Polarisation gedreht werden, oder bei
gleich bleibender Polarisation ein Sprung in der Permeabilitit erzeugt werden. Im trivialen Fall

€1 = &9 findet ebenfalls keine Reflexion statt.

3. Damit Totalreflexion herrscht, muss ein ¥7 = § mit Jg < § existieren. Aus (31) folgt

Versin(Wg) = egsin(n/2) = sin(Vg) = <1 (32)

Bl

Somit muss gelten

g9 <e1 und Y. = arcsin < 6—2> (33)
€1

4. Im Fall der Totalreflexion gilt
sin(dr) > 1 (34)

kr. = ko cos ¥ = kgy/1 — sin?(d7) = _ij\/E_l sin?(Wg) — 1 (35)
&2

kr, ist imagindr. Das Vorzeichen wurde so gewéhlt, dass die Felder in positiver z—Richtung

Folglich gilt

abklingen. Damit ist sofort ersichtlich, dass der Betrag des Reflexionsfaktors gleich Eins ist.

_ kEz +]|sz|

- 36
kEz_]|sz| ( )

Fiir die Phase & folgt:

€1 gin2 (Y )_1

o | ko o sin (Vg
—= =2arct 37
- arctan oy cos(U) (37)

®y = 2arctan
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5. Die magnetische Feldstirke berechnet sich gemaf:

_ OE oE

H=_—_" |-, =1¢— 38
= jwu(exaz +€Z@x> (38)

Fiir z < 0 folgt:

—

E = é’yEEoej(bO/2 (efj(kEzZJrCI’o/?) + eJrj(k‘EzZJrq)o/?)) e~ IkBaT

' j (39)
= é'yEEoeJ<P0/22 cos(kp.z + ®g/2)e IkEaT
-1 A A
ﬂg; = — EEoeJ<I>o/22kEZ sin(k:Ezz + ¢0/2)e_]kEw$ (40)
Jwp
k A A
H, = Ex EEoeJ<I>o/22 cos(kp.z + ‘I’o/Q)e_JkE” (41)
wi
—2kg: o .
S = i Procostkezz + ®o/2) sin(kp:2 + ©o/2) (42)
_ 2kps o 9
§x — Wl EEO COS (]CEZZ + @0/2) (43)
Fiir z > 0 folgt:
E = 5yEE0 t e~ k=2 g—ikTa (44)
. -1 . el b
ﬂ: - EEOt(’sz’€$ _]kT:L‘ez)e Tz e JIRTx (45)
Jwp
- 1 ' B —
5= 2w/t |tEE0|2 (.]|sz|6,2 + kTmem) e 2|kr2|2 (46)

Die z—Komponente des Poyntingvektors ist in beiden Raumteilen rein imaginér. Im zeitl. Mittel
wird also keine Leistung in z—Richtung transportiert. Im Raum z > 0 klingen die Felder mit der
z—Koordinate exponentiell ab. Im Raum 2z < 0 bildet sich in z—Richtung eine stehende Welle

aus. Ein Leistungsfluss findet in beiden Raumteilen nur in z—Richtung statt.
6. GemaB (39) besitzt das elektrische Feld an den Stellen
cos(kg,d+ ®0/2) =0 = kg, d+®y/2=-7/2—Nwn, N=0,1,2,... (47)

Nullstellen, an denen eine perfekt leitende Wand eingefiigt werden kann. Da d < 0 ist miissen

rechtsseitig negative Vorzeichen gewéhlt werden. Es gilt damit

2+ N Dy/2
d:_ﬂ'/ + N7+ 0/ (48)
kEz
7. Substituiert man im Ausruck fiir die elektrische Feldstidrke die Phase ®( erhilt man
’E‘ = EEOQ‘ COS(/{?EZZ + ‘1’0/2)‘ = EE()Q‘ sin(kEZ(z - d) — N?T)‘ (49)

An der Stelle z = 0 gilt:

|E| = Epo2|sin(—kg.d — N7)| = Ego2|sin(r/2 + 0y /2)| (50)
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|
[

d(N=1)

Das heifit die Feldstérke besitzt mindestens ein (fiir N = 0) lokales Maximum an einer Stelle
z < 0.

Da beide Kurven der selben Feldlosung geniigen, verlaufen sie entsprechend deckungsgleich.

Nr. Punkte




Klausur TET A Theoretische Elektrotechnik

Universitat Paderborn
AU-fgabe 3 (25 Punkte) Prof. Dr—Ing. R. Schuhmann

1. Da der Wellenleiter aus ideal elektrisch leitfahigem Material besteht, miissen die Tangentialkom-

ponenten der elektrischen Feldstérke auf der Berandung identisch verschwinden:

. E,(x=0)=0
, Ey(x =a)=0
Aus diesen Bedingungen folgt:
Cky cos(kyx) sin(ky, 5) exp(—jk.z) =0
—Ck;, sin(kya) cos(kyy) exp(—jk.z) =0

Diese Gleichungen sind nur dann nichttrivial 16sbar, d.h. fiir C # 0, wenn k,a bzw. k, 5 auf die

Menge der Nullstellen der sin-Funktion eingeschrankt werden:

ky, =m— , m e N
a
2

k:y:n—w, neN
a

2. Aus der Separationsgleichung folgt mit den Separationskonstanten aus Aufgabenteil 1) und der

1
JH0go
zahl des Rechteckhohlleiters und dessen Betriebsfrequenz:

- () - -G

Die Grenzfrequenz gibt an, ab welcher Betriebsfrequenz ein bestimmter Wellenmode ausbrei-

Lichtgeschwindigkeit cy = unmittelbar der gesuchte Zusammenhang zwischen der Wellen-

tungsfihig ist. Bedingung fiir eine ungeddmpfte Wellenausbreitung in verlustlosen Hohlleitern

ist die Reellwertigkeit der Wellenzahl. Diese Forderung kann nur fiir Frequenzen

oo () (27)

= We

erfiillt werden. Mit w = 27 f folgt somit fiir die Grenzfrequenzen der T E,,,,-Wellen:

P W
; N .

2a

Die T E-Grundwelle ist die T E-Welle mit der kleinsten

Grenzfrequenz. Da ein T Eyg-Mode nicht existiert, ist

der Mode mit der n#chsthoheren Grenzfrequenz die

Welle mit den Indizes m =1 und n = 0.
Elektrische  Feldlinien des

T FE19-Modes.
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4. Fiir die gesuchten Grenzfrequenzen folgt:

10_1¢c f01:C_0 f11:\/_30_0 f20:c_0 f02:20_0
¢ 2a’ ¢ a’ ¢ 2 a’ ¢ a’ ¢ a

Daraus folgt, dass f10 < f20 = fOl < f11 < £92 oilt, Die grafische Darstellung von k. (f) wird

als Dispersionsdiagramm bezeichnet.

k, A----- T Ej9-Mode
——— TEy-Mode, T Eyy-Mode
.......... T FE11-Mode
———— T Ega-Mode

7
7
7
7
/ .
0 ' L -
10 11 02
0 c (91 fc fC f
20
c

Dispersionsdiagramm der ersten vier T'E-Moden.

5. Die Querschnittsabmessungen des Wellenleiters miissen so gewédhlt werden, dass sich nur der
T E-Grundmode ausbreiten kann. Das bedeutet, dass zum einen die Grenzfrequenz der T Eqp-
Welle kleiner als die untere Grenzfrequenz des zu iibertragenden Signals sein muss, zum anderen
miissen die Grenzfrequenzen aller hoheren Wellenmoden gréfler als die obere Grenzfrequenz des

Signals sein:

C C
féogfuﬁigfu:azz;i:wmm
U
0 > f e D s o 0 < 2 90mm

c fl a fl = ﬁ

Daraus folgt als zuléssiger Bereich fiir die Querschnittsabmessungen:

15mm < a < 20mm

Nr. Punkte
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1. Die Grundwelle in verlustlosen, lingshomogenen Mehrleitersystemen mit ideal elektrisch leitfahi-
ger Berandung ergibt sich aus der Losung des zugehorigen statischen Randwertproblems in der
Querschnittsfliche des Wellenleiters multipliziert mit dem Phasenterm exp(—jkoz), wenn z die
Koordinatenrichtung bezeichnet, in der sich die Welle ausbreitet. In dem hier vorliegenden Fall
ist ein zweidimensionales elektrostatisches Randwertproblem in Zylinderkoordinaten, das durch
die LAPLACE-Gleichung beschrieben ist, zu losen. Aufgrund der Symmetrie der Anordnung be-
sitzt das Potential nur eine Abhéngigkeit in radialer Richtung, so dass sich das Problem auf die
Auswertung einer gewohnlichen Differentialgleichung reduziert:

1d® [ do
o0do [Qd_@} -

Zweimalige Integration liefert fiir das gesuchte elektrische Potential einen Ansatz der Form

B(p) = Boln | L
e
mit den Integrationskonstanten ®y und gg. Die elektrische Feldstédrke berechnet sich zu
— do 1
E(p) = —€,— =€, Pp—.
( ) 4 dQ 4 0

mit der Wellenzahl kg = é"—o = w,/lpeo- Die komplexe Konstante C = ®( exp(jpg) bestimmt sich
aus der Vorgabe E,(¢ = a,z = 0) = Ep, womit schlieBlich folgt:

E(7) = BQEOE exp(—jkoz)

Das Induktionsgesetz rotE = — jwuoﬁ verkniipft die elektrische mit der magnetischen Feldstéarke:

Mit dem Feldwellenwiderstand Zo = /£ folgt:

In nebenstehender Grafik ist der Verlauf
der elektrischen und magnetischen Feldli-
nien in der Querschnittsebene des Koaxi-

alleiters dargestellt.

Die Grenzfrequenz der TEM-Welle betragt f. = 0.
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3. Die (ortsabhéngige) Spannung zwischen Innen- und Auflenleiter berechnet sich aus der Integra-
tion der elektrischen Feldstéirke entlang einer beliebigen Kurve in der Querschnittsebene. Um die
Rechnung moglichst einfach zu halten, wird der Integrationspfad entlang der radialen Koordinate

gewahlt:

b

- 1

UG) = [ E-a5 = Braexp(—jkos) [ ~de

0
C a

Fiir die elektrische Spannung erhélt man schliellich:

U(z) = Epaln

b
2 —ik
” exp(—jkoz)

Analog berechnet sich der durch den Leiter flieende Strom durch Integration der Stromdichte
iiber die Querschnittsfliche eines Leiters, wobei die Amplitude im Hin- und Riickleiter iden-
tisch ist. Hier bietet sich die indirekte Berechnung des Gesamtstroms unter Zuhilfenahme des
Durchflutungsgesetzes in Integralform an, wobei der geschlossene Integrationsweg der Einfach-

heit halber entlang einer azimutalen Koordinatenlinie o = r gewéhlt wird:

2T
— = E 1
)= [ Lottac [ B0 Bt | e
S a8 0 0

Damit folgt fiir den Gesamtstrom durch den Innenleiter

E
I(z) = 7227T@€Xp(—jk02’) ,

woraus schliefflich der Leitungswellenwiderstand bestimmbar ist:

=—In
L 2

4. Die zeitlich gemittelte Leistung errechnet sich durch Integration des POYNTING-Vektors iiber
die Querschnittsfliche des Wellenleiters

_ 1 o ok 1 .
P:i/Re{Exﬂ}- =3 Zo //_gegxeso -€,ododyp,

S

so dass als Ergebnis folgt:

1
= JRe{UL}

5. Die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstidrke miissen an der Stelle z = 0 und z = h

identisch verschwinden:

EQ(Q’Z = 0) :EQ(Q’Z = h) =0
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6. Aufgrund der Reflexion an den seitlichen Winden kénnen die gesuchten TEM-Eigenwellen des

Resonators mittels eines Ansatzes aus hin- und zuriicklaufender Welle ermittelt werden

= 5 a . .
E = egEOE lexp(—jkoz) + rexp(jkoz)| |,

wobei sich der Reflexionsfaktor r aus den Randbedingungen bestimmt:

EQ(972=0)=E03(1+£)=0 & r=-1

Unter Beriicksichtigung der Beziehung sin(z) = %‘;XP(W folgt fiir die elektrische Feldstérke

- 2 _a
E =¢é,-FEy—sin(kgyz
o5 E07 (ko2)

Die magnetische Feldstirke erhélt man aus dem Induktionsgesetz:

= E
H = 5@273% cos(koz)

7. Einarbeitung der Randbedingung an der Stelle z = h liefert eine Gleichung
2
E,(0.z=h) = ;Eog sin(koh) = 0,

die nur fiir die diskreten Werte

der Wellenzahl erfiillt sein kann. Folglich kénnen auch die Eigenfrequenzen und die Wellenldngen

der Eigenmoden nur diskrete Werte annehmen. Mit kg = 27” = % folgt

Zu beachte ist, dass fiir n = 0 eine triviale Nulllésung resultiert, die auszuschlieflen ist.

|Eg‘ A ‘E¢1| A

IS8
w Y

Nr. Punkte




