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1. Aufgabe (Multiple Choice) (20 Punkte)
Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. In jeder Teilaufgabe ist genau eine Ant-
wortmoglichkeit korrekt. Markieren Sie richtige Antworten so: (¥ oder ¥). Bei Ankreuzen
mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keinen Punkt. Im Falle einer Korrektur
fiillen Sie bitte Késtchen, die nicht berticksichtigt werden sollen, vollstandig aus (H).

a) Sei f:[0,5[— R, f(z) = tan(z) und g : R — [0,00[ , g(z) = (x — 1)*. Welche der
folgenden Aussagen iiber die Komposition go f : [0, 5[ [0, co[ ist wahr?

[] go f ist injektiv, aber nicht surjektiv.  [] go f ist bijektiv.
VI go f ist surjektiv, aber nicht injektiv. [ go f ist weder injektiv noch surjektiv.
b) Wie viele verschiedene komplexe Losungen hat die Gleichung 2'0 = (23(1 +4)2)??

[] keine ]1 ]2 5

¢) Essei M die durch Schraffierung markierte Teilmenge von C. (Die durchgezogene Linie
gehort zur Menge.) Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

31 Im
x \ L O M={zeC||m(z)+1]| < 1}.
\ \\ Re (0 M ={zeC| [Im(z) + 1| > 1}.
—3 —2 -1 1 2 3 @ M={zeC|[m(z)-1<1}.
-1
2 O M ={zeC| |im(z) —1| > 1}.
-3

d) Seien p und ¢ zwei reelle Polynome mit deg(p) = deg(q) + 1. Welche der folgenden
Aussagen ist in jedem Fall wahr?
[] Es gibt ein Polynom s mit deg(s) = 1 und p(z) = ¢(z)s(z).
] Es gibt mindestens ein 2o € R mit p(xo)q(x) = 0.
[J ¢ hat hochstens so viele reelle Nullstellen, wie p.
[] Keine der obigen Aussagen ist im Allgemeinen wahr.

e) Seien (ap)neny und (b,)nen Folgen mit lim, o a, = oo und a? < b, fiir alle n € N.
Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

M limy, 0 % =0.
n

] limy, 00 ba — .
a'"-

. 2
] limy,— e ‘;—: =1.
[] Keine der obigen Aussagen ist im Allgemeinen wahr.
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f) Sei M = {3t +1,—t> — 2, % + 1} C R[t|<2. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
[] M ist eine Basis des R[t]<o.

[] M ist ein Erzeugendensystem des R|[t]<2, aber nicht linear unabhéngig.
[] M ist linear unabhéngig, aber kein Erzeugendensystem des R[t]<s.
] M ist weder linear unabhingig, noch ein Erzeugendensystem des R[t]<2.

g) Sei V = {A € R¥»2|A = AT} der Vektorraum der symmetrischen (2 x 2)-Matrizen.
Welche der folgenden Mengen ist eine Basis von V7
0 1 0 0
I-1 0/710 1

il )15 WL A el
ol bl Lo 2 ol al ool 15 a1 )

h) Seien n # m und A, B € R™™. Welcher der folgenden Ausdriicke ist definiert?

o O

[] AB+1, 0 (AB)T +1, V] ABT +1, ] ATB +1,

i) Sei A eine invertierbare Matrix und ¢ € R. Welche Aussage gilt im Allgemeinen nicht?

O (A7)t = (A7), 7 (cA)! = cA.
[J Rang(4) = Rang(A™) . O (4271 = (A7)

j) Seien A € R™™ und be R™, sodass A¥ = b unendlich viele Losungen besitzt. Welche
der folgenden Aussagen ist wahr?

[J Rang(A) < Rang([A|b]) [J Rang(A) = Rang([A|b]) =m
] Rang(A) = Rang([A|b]) < m [] Rang(A) > Rang([A]b))

a
k) Sei die lineare Abbildung f : R — R? gegeben mit f (!b]) = [Z] Was trifft dann

zu?

[] dim(Kern(f))
V] dim(Kern(f))

0 [] dim(Kern(f)) =2
1 [] dim(Kern(f)) =3

1) Sei f: [4,7[— R differenzierbar und monoton wachsend mit f(5) > 7. Welche der
folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[] f besitzt ein globales Maximum. [V f ist nach unten beschrinkt.
[ f ist nach oben beschrankt. (] Es gilt f'(z) > 0 fiir alle x € [4,7].
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m) Sei f:[—1,1]\ {0} — R stetig mit f (3) > 2 und f (—3) < —1. Welche der folgenden
Aussagen ist in jedem Fall wahr?
[ f besitzt ein globales Minimum.
(] f hat im Intervall [—1, 1] eine Nullstelle.
[] f ist monoton wachsend.
V] Keine der obigen Aussagen ist im Allgemeinen wahr.
n) Sei f : R — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und zy € R. Seien weiter

T, das n-te Taylorpolynom von f und R, das n-te Restglied im Entwicklungspunkt
o € R. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[] R, ist ein Polynom vom Grad n + 1. [] R, hat n verschiedene Nullstellen.
7 lim 5 =o. O deg(T,) =n.

T—T0

o) Das Fourierpolynom n-ter Ordnung der stetigen m-periodischen Funktion f sei gegeben
durch

2 4 N cos(2kt)
W) = 24 25 R
#n(t) 7r+7r; 1 — 4k?

Dann gilt:
L] ¢n ist S-periodisch.
[] ¢n ist nicht periodisch.
V] f ist gerade.
[J f ist ungerade.

p) Sei A € R3? mit charakteristischem Polynom pa(t) = (1 — ¢)?(—3 — t). Dann ist die
lineare Abbildung x — Ax

I injektiv und surjektiv.
[] injektiv, aber nicht surjektiv.
[] nicht injektiv, aber surjektiv.

[] weder injektiv noch surjektiv.

q) Welche Menge bildet eine Orthonormalbasis des R? bzgl. des Standardskalarproduktes?

24l [0)) SRRl
o {0} @ {41

r) Sei A € R*? mit Eigenwerten A\; = 0 und A2 = 2 und mit geometrischen Vielfachheiten
9(0) =2 und ¢g(2) = 1. Dann ist A

U=

[] invertierbar und diagonalisierbar.
[] invertierbar, aber nicht diagonalisierbar.
] nicht invertierbar, aber diagonalisierbar.

[] weder invertierbar noch diagonalisierbar.
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s) Sei A € R3? mit charakteristischem Polynom p4(t) = —t3 — 7t — 15t —9. Welcher Wert
ist ein Eigenwert von A7

1 ]o v -1 ] -2

t) Sei A € C™"™ eine unitiare Matrix. Welche der folgenden Aussagen gilt dann nicht?

[ det(A) = € fiir ¢ € R WV AT = A-!
O [|Az|l2 = [|z||2 fiir alle z € C" (] rang(A) =n



Probeklausur ,Analysis I und Lineare Algebra fiir Ingenieurwissenschaften”, 21. Februar 2024

2. Aufgabe (Komplexe Zahlen) (5 Punkte)
a) (3 Punkte) Es seien komplexe Zahlen zy, zo gegeben, iiber die Folgendes bekannt ist
Re(z) =1, |z1| = V10, Im(z) = 6, Re(z + 29) = 4.

Berechnen Sie folgende Ausdriicke.

Im(21)| = 3 22| = V45 Re(z1 + i22) = —5

b) (2 Punkte) Geben Sie die eindeutigen Parameter a € N und b € Z an, sodass die
Gleichung 2* = b die in der Abbildung markierte Losungsmenge besitzt.

A~

31Im
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3. Aufgabe (Polynome und Rationale Funktionen) (5 Punkte)

a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationale Funktion r,

B x4+ 10
22422 -8

r(z)

| 0o

r(z) = _,,:11 +

no

b) (2 Punkte) Gegeben seien die Polynome

p(x) =2 + 423 + 222 + 122 — 3 und q(z) = 2° + 40 — 1.

Bestimmen Sie den Grad des Polynoms p - ¢ und berechnen Sie das Polynom s = g
(Polynomdivision).
deg(p-q) =6 s(z)=2%+3
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4. Aufgabe (Zahlenfolgen und Konvergenz) (6 Punkte)

2)

(3 Punkte) Untersuchen Sie die Folgen (ay)nen {0} (bn)nen; (¢n)nen oy, Welche durch

(log(n + 1))?

an = 4’

n
b 3n"+3n° —n3+9
" m3(n+3)4 7

Cn = en (sin(n) — sin(—n)),

gegeben sind, auf Konvergenz.

Geben Sie jeweils den Grenzwert an, falls die Folge konvergiert und schreiben Sie ,exis-
tiert nicht, falls der Grenzwert nicht existiert.

w

<

lim ¢, en.
n—oo

lim a,=0 lim b,=
n—oo n—oo

-~

(2 Punkte) Gegeben sei die konvergente Folge (ay)nen, welche rekursiv definiert ist

durch
Tap, — 5
ap = 3, an+1 = 3 .

Bestimmen Sie das Folgenglied as und den Grenzwert der Folge (a,)nen.

ay = % lim a, = —5

n—oo

(1 Punkt) Gegeben sei eine Folge (an)nen mit

1 4
nVelts 1\"
-t <a, < .

14+ —
n+1 +2n

Geben Sie den Grenzwert an, falls jede solche Folge konvergiert und schreiben Sie
sexistiert nicht®, falls der Grenzwert im Allgemeinen nicht existiert.

lim a,= /e

n—oo
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5. Aufgabe (Stetigkeit und Differenzierbarkeit) (9 Punkte)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Parameter a,b € R so, dass die Funktion

a(z+1)
—

z <0,
F:R=>R, f(z) =K 22 0<z<l1,

stetig ist.

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie den maximalen Bereich D C R, auf dem die Funktion
f:D—R, f(z) :=In(2* + 22% + 3)

differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung f’(x).

D=R f/(iL) — 123 +4x

3422243

¢) (3 Punkte) Gegeben sei eine Funktion f : R — R mit dem Taylorpolynom
To(z) = =3(z — 1) + 2(x — 1)?

im Entwicklungspunkt xg = 1. Bestimmen Sie f(1), f/(1) und f”(1).

F1)=0 F)=-3 F(1) = 4

d) (2 Punkte) Bestimmen Sie folgende Grenzwerte mit der Regel von Bernoulli/de 'Hospital.

. 32 i . 1—=x
lim —— =6 lim
a—0 1 — cos(x) z——00 €%
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6. Aufgabe (Integration) (11 Punkte)

a) (3 Punkte)

Um das unbestimmte Integral [ x3-e7 dz zu berechnen, formen wir es mittels partieller
Integration um und erhalten

/:33-e_mdrf;:a-xb-e_z—c/:f;z-e_zdx

fiir a,b, c € R. Bestimmen Sie a, b und c.

b) (3 Punkte) Um das Integral fol e?*~1 dx zu berechnen, nutzen wir die Substitutionsregel

mit ¢ = 2z — 1 und erhalten
1 b
/ ey = / c-etdt
0 a

fiir a,b, c € R. Bestimmen Sie a, b und c.

S
I
|

—
(=
I
—
o
I
D=

¢) (2 Punkte) Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f: R — R mit

3
/ f(z)de =1 und f(3)=2.
0

Bestimmen Sie folgende Integrale.

0 3
/3 flz)de = —1 /Ol"f,(l')dx:f')

d) (3 Punkte) Entscheiden Sie jeweils, ob die beiden folgenden uneigentlichen Integrale
existieren. Falls das uneigentliche Integral existiert, geben Sie seinen Wert an; andern-
falls schreiben Sie ,existiert nicht*.

o0 0 o0
/ ze tdr=1 / ze T dz existiert nicht / ze T dx existiert nicht
0

—0oQ —00

10
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7. Aufgabe (Matrizen, Vektorraume und Lineare Abbildungen) (11 Punkte)
“ 2ia + b
a) (2 Punkte) Gegeben sei f: C? — C?, b| — [ u;z'c } Finden Sie eine Matrix A,
c i
a a a
sodass f | |b = A |b| fiiralle {b| € C? gilt und bestimmen Sie Kern(f).
c c c
2e 1 0 !
A= |7 o Kern(f) = —2it||teC
0 0 3 0

b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform (NZSF), sowie den Rang und
die Dimension des Kerns von

1 2 0 —4
A=|1 1 0 1|eR
-3 —6 0 12
|'l 0 0 ()—|
NZSF(A)= (0 1 0 =5 Rang(A) =2 dim(Kern(A4)) =2
h) 00 ()J

¢) (3 Punkte) Bestimmen Sie eine Basis By des Kerns und eine Basis Bp des Bildes von

_ (11 =2 2.3
A_[O 1 Q}ER )

Bestimmen Sie auferdem die Losungsmenge IL(A, b) von Az = b fiir b = [_11} .

11



Probeklausur ,,Analysis I und Lineare Algebra fiir Ingenieurwissenschaften, 21. Februar 2024

d) (2 Punkte) Seien a =

Stellen Sie ¢ =

— o N W

¢ = 3ab fle)= H

e) (1 Punkt) Gegeben sei die folgende Basis des R*

0 0 1 4
-1 1 0 0
B= 2 17131710170
0 0 1 3
Bestimmen Sie den Vektor a € R?*, welcher bzgl. B den Koordinatenvektor

1
0
Kp(a) = |
—1

hat.

12
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8. Aufgabe (Determinante, Eigenwerte und Skalarprodukte) (13 Punkte)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Determinanten von

SEE T
A= und B=12 7 0
001 3 11 9
00 2 4
det(A) = —10 det(B) = 42

b) (2 Punkte) Seien A, B,C € R>® mit det(A) = 4,det(B) = 8 und det(C) = 3. Bestim-
men Sie det(A7B~1) und det(—C).

det(ATB~Y) =

DO

det(—C) = -3

¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom ps von A = [i Zﬂ :

pa(z) =22 -92+2=(3-2)(6—2)—16

d) (2 Punkte) Bestimmen Sie die algebraische und geometrische Vielfachheit des Eigen-
werts A = 4 von

4 7 3

A=10 4 1

0 0 13

a(4) =2 g(4) =1
e) (2 Punkte) Sei A € R?3 die Matrix mit

-1 -1 1 1 0 0
Af11=3-11], A0l =7-10], A0 =-2-10
0 0 1 1 1 1

Bestimmen Sie eine Diagonalmatrix D € R*3 und eine invertierbare Matrix S € R33,
sodass A = SDS™! gilt.

3 0 0 -1 1 0
D=0 7 0 S=11 00
0 0 -2 0 1 1

13
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f) (2 Punkte) Wir betrachten das folgende Skalarprodukt auf R?

Ty n
, = 4x1y1 + 272ys.
< [wz} M > TR

Bestimmen Sie z; € R, sodass zZ' = [ig] € R? bzgl. (-,-) orthogonal zu B] ist.

21:3

Bestimmen Sie fur die von (-, -) induzierte Norm.

Bl

—
N =
—
Il
>
\V)
Il
[\V]
Pe

Hinweis: Die induzierte Norm ist definiert als ||z|| = /(z,x).

g) (2 Punkte) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -) und induzierter Norm || - ||
und seien u,v € V orthonormal. Bestimmen Sie (2u + v, 3v) und ||2u + v||?.

(2u+v,3v) =3 l2u +v||?> =5

14



