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1. Aufgabe (Multiple Choice) (10 Punkte)
Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. In jeder Teilaufgabe ist genau eine Ant-
wortmoglichkeit korrekt. Markieren Sie richtige Antworten so: (¥ oder ¥). Bei Ankreuzen
mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keinen Punkt. Im Falle einer Korrektur
fiillen Sie bitte Késtchen, die nicht berticksichtigt werden sollen, vollstandig aus (H).

a) Gegeben sei eine komplexe Zahl z = a + ib € C. Welche der folgenden Aussagen ist in
jedem Fall wahr?

O |2* = a® + (ib)? 0] |2? = a2 + 2ab + b2
M |2* = a® — (ib)? 0] 122 = (a+ bi)?2

b) Gegeben seien Folgen (an)neny und (by)npeny mit limy, o0 an = limy, o0 by, = 00. Weiter
sei an > b2 > 0. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

. b,
] limy, 00 =0

m limy, o0 Z_Z =0
[] Keine der obigen Aussagen ist im Allgemeinen wahr.

c¢) Sei f: R — R stetig mit f(—2) = —9 und f(1) = 2. Welche der folgenden Aussagen ist
in jedem Fall wahr?

(] f besitzt eine Extremstelle im Intervall (-2, 1).
V] Es existiert ein 2y € R mit f(zo) = 3.
[] f ist monoton wachsend.

[ f hat genau eine Nullstelle im Intervall (—2,1).

d) Sei f : R — R eine (n 4 1)-mal differenzierbare Funktion mit f®*)(z) = 0 fiir alle
k = 0,...,n. Weiter sei R,, das Restglied des n-ten Taylorpolynoms 7, von f im
Entwicklungspunkt xy € R. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[] xo ist eine Extremstelle von f. O Ru(zg) #0
VI R,=Ff [J f ist konstant.

e) Sei f: R — R integrierbar und
F:R—>R, F(z) :/ f(t)dt.
0

Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?
vl F ist stetig.
[] F ist monoton.
[] F ist beschrankt.
O F)? = [7 f(t)at
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f) Sei f: R — R eine 3-periodische Funktion. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem
Fall wahr?

] Fiir den Fourierkoeffizient by von f gilt by = 0.
[] f ist ungerade.

[] f ist monoton steigend.
[ f ist stetig.

g) Sei n > 2. Welche der folgenden Mengen ist ein Teilraum des R™"?

0 {Ae (A) =1} 0 {Ae (A) =1}
W {AcR»| A= AT} [] {A € R™"| A invertierbar}
h) Sei f:V — W linear und injektiv. Sei weiter B = {vy,...,v,} eine Basis von V und

sei M ={f(v1),..., f(v,)}. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[J M ist eine Basis von W.
] M ist linear unabhiingig, aber im Allgemeinen keine Basis von W.
[J M ist ein Erzeugendensystem von M, aber im Allgemeinen nicht linear unabhén-
gig.
[] M ist weder ein Erzeugendensystem von M noch linear unabhéngig.
i) Seien A, B € R™" invertierbar. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?
(] det(A — B) = det(A) — det(B)
[ det((AB)™!) = — det(A) det(B)
(] det((A+ B)~!) = det(A~!) +det(B~1)
7 det(AB-1) — et
j) Seien A1, ..., \x € R die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A € R™". Seien weiter

a(A,A),...,a(Ag, A) und g(A1, A), ..., g(Ag, A) ihre algebraischen und geometrischen
Vielfachheiten. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

O a(Aj,A) =g\, A) fir j=1,....k & X5 g0\, 4) >k
O S5 19(0\,A) =n O X5 a(A\, 4) = k
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2. Aufgabe (Komplexe Zahlen) (3 Punkte)
a) (2 Punkte) Es seien komplexe Zahlen zy, zo gegeben, iiber die Folgendes bekannt ist
Im(z;) = 3, Re(z) = 2, |z1] = 5.

Berechnen Sie folgende Ausdriicke.

Im(z1 —izp) =1 liz1] =5

b) (1 Punkt) Beschreiben Sie die durch Schraffierung markierte Menge. (Die durchgezogene
Linie gehort zur Menge.)

AJ:{26C':+M<2 }

3. Aufgabe (Polynome und Rationale Funktionen) (3 Punkte)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie A, B € R in folgender Partialbruchzerlegung.
—2x+6 A B

C-D-2) @-1) @2

b) (1 Punkte) Gegeben seien die Polynome
px) =a2* — 322 =102 4+24 und q(z)=a2>+2 —6.

Bestimmen Sie das Polynom s = g (Polynomdivision).

s(z) =x—4
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4. Aufgabe (Zahlenfolgen und Konvergenz) (4 Punkte)

a) (2 Punkte) Untersuchen Sie die Folgen (ay)nen, (bn)nen, welche durch

_ cos(mn)n?

Ap = TL2 T 1 und bn = (2 arctan(\/ﬁ) _ ﬂ.)(_l)n’
gegeben sind, auf Konvergenz.

Geben Sie jeweils den Grenzwert an, falls die Folge konvergiert und schreiben Sie ,exis-
tiert nicht®, falls der Grenzwert nicht existiert.

lim a, existiert nicht lim b,= 0
n—oo n—o0

b) (1 Punkt) Gegeben sei eine Folge (ay,)nen mit a, # 0 und
1 |an+l| 1
- < .

4 |an| 2

Untersuchen Sie die Folge auf Konvergenz.

Geben Sie den Grenzwert an, falls jede solche Folge konvergiert und schreiben Sie ,exis-
tiert nicht®, falls der Grenzwert im Allgemeinen nicht existiert.

lim a,=0
n—oo

¢) (1 Punkt) Gegeben sei die reelle Zahlenfolge (ay,)nen mit
n 1
an =)
k=0 1

welche vom Parameter ¢ > 0 abhéngt. Bestimmen Sie ¢, sodass lim;,, - an, = 5 gilt.

5. Aufgabe (Stetigkeit und Differenzierbarkeit) (4 Punkte)

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Ableitung von f : (0,1) — R, f(z) = In(cos(x?)).

f(z) = 7%1(;;) = —27 tan(z?)
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b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Parameter a,b € R, sodass die Funktion

asin(z) + 3,

z <0,

f:R =R, f(L):{

22+ (2+2b)r +b, x>0,

differenzierbar ist.

b=3

oo

a =

¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie folgenden Grenzwert mit der Regel von Bernoulli/de 'Hospital.

6. Aufgabe (Integration und Fourieranalysis) (6 Punkte)

a) (1 Punkt) Berechnen Sie folgendes Integral.

1 L 1
/2 cosh(2z) dx = —
0 4

b) (2 Punkte) Geben Sie g : R — R und h : R — R mit g, h # 0 an, sodass gilt:

/ (2% 4+ 1) In(z) dz = g(z) — / h(z) dz.

Verwenden Sie partielle Integration.

g(z) = (32° + 2) In(x) h(z) = 527

ctan(—z)2 . N
¢) (1 Punkte) Um das Integral [ % dx zu berechnen, nutzen wir die Substituti-

onsregel mit ¢ = arctan(—x) und erhalten
arctan(—z)?
/#drf;:/a-tzdt

1+ 22
fiir ein a € R. Bestimmen Sie a.
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d) (2 Punkte) Gegeben sei die 4-periodische Funktion

s

f:R—=R, f(x)=2+3cos (51) — 5sin (7).

Bestimmen Sie folgende Fourierkoeffizienten von f.

ap = 4 bo = -5

7. Aufgabe (Matrizen, Vektorrdume und Lineare Abbildungen) (6 Punkte)

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform (NZSF) und den Rang von

1 0 2
A= 1 1 1| eRrR?3,
10 2

0 0 O

NZSF(A) = F) (l) 21} Rang(A) =2

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie eine Basis Bx des Kerns von A und die Losungsmenge von
AZ = b fir

_ |t 0o -1 2,3 > |2 2
A—[O 1 1}6]1% und b—[l}eR.

By = { {H } L(A,b) = { m +t Kl} te R}

¢) (1 Punkt) Seien V ein zweidimensionaler K-Vektorraum und Bj, B2 Basen von V mit
der zugehorigen Basiswechselmatrix

. 1 2
T, B, = idg, B, = [O J -

Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix T, g, = idg, 5, .

. 1 -2
T32,31 = ldeiBl = 0 1
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d) (1 Punkt) Sei f: R® — R? die lineare Abbildung mit

1 0

f11o :m fli1 :[_12], und  f 1 :m.
0 1 —1
3
Bestimmen Sie f | |2
0
3
4
) -
0 2
8. Aufgabe (Determinante, Eigenwerte und Skalarprodukte) (4 Punkte)

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p4 von

07 5
A=10 3 —1] e R33.
01 1

¢) (1 Punkt) Wir betrachten das Skalarprodukt

T Y1
, = 2x1Y1 + 21
<Lz] L/z]> LT

auf R? und die davon induzierte Norm ||-|| = /(-,-). Bestimmen Sie ein @ € span{ [ﬂ }

mit ||u|| = 1.




