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Erklarung:

Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstandig und leserlich aus. Damit erkldren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO be-
kannt sind. Thnen ist aufserdem bewusst, dass ihre Nichterfillung zur Ungiiltigkeit der
Priifung fiihren kann (§63 Abs. 2 Satz 3 AllgStuPO);

e Thnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméfe Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§61 Abs.1 AllgStuPO);

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf ge-
nommenen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsatzlich Giiltig-
keit hat.

Hinweise:

e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine wei-
teren Hilfsmittel zugelassen.

e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren werden mit 0 Punkten bewertet.

e In Aufgabe 1 ist jeweils die richtige Aussage anzukreuzen. Es ist immer genau eine
Aussage richtig. Bei Ankreuzen mehrerer Aussagen in einer Teilaufgabe gibt es keinen
Punkt.

e In den Aufgaben 2 bis 10 ist nur das Ergebnis gefragt. Geben Sie keine Rechenwege an.

Die Bearbeitungszeit der Klausur betragt 120 Minuten.

In der Klausur sind maximal 80 Punkte erreichbar. Die Klausur ist mit 40 Punkten bestanden.

Punkte
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1. Aufgabe (Single Choice) (20 Punkte)

Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. In jeder Teilaufgabe ist genau eine
Antwortmoglichkeit korrekt. Markieren Sie richtige Antworten so: (X oder ). Bei
Ankreuzen mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keinen Punkt. Im Falle einer
Korrektur fiillen Sie bitte Késtchen, die nicht berticksichtigt werden sollen, vollstandig
aus (H).
(a) Seien x,y € R. Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen nicht?

L |z >0

O |z +yl < o]+ [yl

O -yl = 2] - [yl

Oz +yl > [lz] = lyl]

2
(b) Die Losungsmenge L der Ungleichung % > 1 ist gegeben durch
x
] L=R\[-2,2].

] L=]2,00].
J L=]-o00,-2].
(] L=]-200[
(¢) Welche der folgenden Ansitze ist der richtige fiir die reelle Partialbruchzerlegung
von

x> +2x+3
(x —1)2(z — 2)(22 + 4)

mit A, B,C,D,E € R?

0 A n B n C +D$+E
r—1 (z—12 z-2 2244
0 A N B N C n D
r—1 (x—1)2 z-2 22+4
B A +B£L'+C+ C N D
r—1 (z—-1)2 2-2 22+4
A B C Dx
O + +

r—1 (z—1)2 x—2+x2+4
(d) Die Folge (an)nen mit ap, = (1+ (=1)")-n
[] ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.
[] bestimmt divergiert gegen oo.
[] bestimmt divergiert gegen —oo.
[ alterniert zwischen 0 und 2.
(e) Welche der folgenden Funktionen ist injektiv?
O f:R—=R, f(z) =2z —-1)
O 7: -5,
O f:[-5,5] =R, f(z) =sin(z)

(f) Welche der folgenden Mengen ist gleich zu M = {z € C | arg(z) € [4m, 37]}?
[] {z€C|Im(z) > Re(z)}
[J {z€C|Im(z) <Re(z)}
[J {z€C|Im(z) > |Re(2)|}
[J {zeC|Im(z) <|Re(2)|}
Hinweis: Das Argument von z ist der Winkel zwischen z und der positiven reellen
Achse (im Bogenmafl gemessen,).
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(2)

(k)

Gegeben sei die Funktion f: R — R, f(z) = cos(2z). Das Urbild von {—1} ist
gegeben durch

O ({1 {%-f—wklkEZ}.

0 - 1}) {% 42k | ke Z).

L f- 1({ 1}) ={nr+27k | k € Z}.

O f1({-1}) = {4 "k:|k:€Z}.

Gegeben sei eine auf ganz R differenzierbare Funktion f: R — R.

Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[J Die Funktion f ist stetig auf ganz R.

[] Die Funktion f ist nicht konstant.

[0 Die Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion f~1.

[] Die Funktion f besitzt ein lokales Minimum.

Gegeben sei eine auf ganz R umkehrbare und differenzierbare Funktion f: R — R.
Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

O @2f(x) +3) = f(x)

O (FY(@) = 7y

O (e"f(z)) =e"f(z) + f(2)

O (f(@)?) = 2f'(2)f(x)

Gegeben sei eine auf ganz R differenzierbare Funktion f: R — R mit der Eigen-
schaft f'(z) > 0 fiir alle z € R.

Welche Aussage ist in jedem Fall wahr?

(] f hat keine Nullstelle.

[] f besitzt mindestens einen kritischen Punkt.

(] f ist streng monoton wachsend.

0 Jlim f(z) = +oo.

Gegeben sei die auf ganz R beliebig oft differenzierbare Funktion f: R — R mit
der n-ten Ableitung £ (x) = (x + n)e®. Die Taylorentwicklung fiir z € ]—1,1[ im
Entwicklungspunkt zg = 0 ist

f@) =2+ + %r‘ + R(x)

mit dem Restglied R(z). Wie ldsst sich R(z) mit einem |¢| < 1 darstellen?

O R(z) = E+4 et 4

0 Rir) = €9 — gy

[ R(x) = &t

0 R(x) = 9% @ - ¢!

Gegeben sei eine auf ganz R stetige Funktion f: R — R. Welche der folgenden

Aussagen ist in jedem Fall wahr?

[J Jede Stammfunktion von f ist streng monoton wachsend.
[] Jede Stammfunktion von f ist unbeschrinkt.

[] Jede Stammfunktion von f besitzt eine Nullstelle.

[] Jede Stammfunktion von f ist auf ganz R differenzierbar.

Gegeben seien zwei auf ganz R differenzierbare Funktionen w,v: R — ]0, oo mit

stetigen Ableitungen. Welche der folgenden Aussagen ist in jedem Fall wahr?

] (uv) —uv v’

] fo (z)dz = u(1)v(1) — u(0)v(0) — 01 o (x)v(x)de
O [/ (x v(m dz = u(x)v(z) + ¢, c€R
O (2uy =2-2v
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(n)

Gegeben sei eine lineare Abbildung f: R® — R™ mit Kern(f) = {0}. Welche der
folgenden Aussagen ist wahr?

] f ist bijektiv.

(] f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(] f ist surjektiv, aber nicht injektiv.

L] f ist weder injektiv noch surjektiv.

Gegeben sei V' = R? mit der Standardbasis By sowie der Basis By = { H ’ [_ 1} }

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

O idss = [0 Y]
O idg, 5, = _(1) .
0 s =)
0 e = |0 |

Gegeben seien A € R™" B € R¥" mit m > n > k. Welcher der folgenden
Ausdriicke ist definiert?

(] A+B

0 A+BT

(] A-B

[0 A-BT

Welche der folgenden Abbildungen ist linear?

. ™2 2 | 2r +y
O fi:R %R’[y]H[y-FQ]

[ f»: R?2 5 R, Lﬂ s Ty

2z
—x
2
. 2 2 |7 =ty
L fi: R %R,[y]w[ 3 ]
Gegeben seien A, B € K™™. Welche der folgenden Aussagen gilt im Allgemeinen
nicht?

O f3:R—=R2% 22—

[ det(A- B) = det(B - A)

[J det(A+ B) = det(A) + det(B)
[ det(AF) = det(A)*

[0 det(A™1) = det(A)~!

Gegeben sei eine Matrix A € R%3 mit charakteristischem Polynom
pa(t) =3 + 2+ 2t + 2.

Welcher der folgenden Werte ist ein Eigenwert von A7

L]0

] 1

L] 2

O -1
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(t) Welche der folgenden Mengen bildet eine Orthonormalbasis des R? bzgl. des
Standardskalarprodukts?

oAl
> AL L)
o i)l
R

2. Aufgabe (Komplexe Zahlen) (5 Punkte)

:l\D »—l‘l %,"“

(a) Seien komplexe Zahlen z;, 2z € C gegeben, iiber die Folgendes bekannt ist:

2
= 7 Im(z) = -1, Re(z2) = 2, |zo| = V8.

Berechnen Sie folgende Ausdriicke.

22
<1

21— 71 = Re(zy +i21) = |Re(z1)| =

(b) Geben Sie die eindeutig bestimmten Parameter n € N und b € Z an, so dass die
Gleichung 2™ = b die in der Abbildung als Punkte markierte Losungsmenge besitzt.

Im+ 3

« |7
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3. Aufgabe (Polynome und Rationale Funktionen) (6 Punkte)

(a) Gegeben sei die rationale Funktion s mit

5z + 42

)= 3 8116

Stellen Sie den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von s auf wobei A, B € R.

s(z) = A + B

(b) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion r mit

z—14

r(z) = z+4)(z-2)

r(z): z+4 + z—2

(c) Gegeben seien die Polynome
p(2) =23-322432-1 und q(2) =22 _ 92,41,

Bestimmen Sie den Grad des Polynoms p — ¢ und berechnen Sie das Polynom s = g
mittels Polynomdivision.

deg(p —q) = s(z) =

4. Aufgabe (Zahlenfolgen, Konvergenz und Grenzwert) (7 Punkte)

(a) Untersuchen Sie die Folgen (ay,)nen, (bn)nen, (¢n)n>1, welche durch

—n 5 "
ap = tan ((—=1)"), b, =2° Cp = (1 + —)
n

definiert sind. Geben Sie jeweils den Grenzwert an, falls die Folge konvergiert und
schreiben Sie e.n. (existiert nicht), falls der Grenzwert nicht existiert.

lim a, lim b, lim ¢,
n—oo n—oo n—odo
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(b) Gegeben sei die konvergente Folge (ay,)nen, welche rekursiv definiert ist durch

3a, + 2
ag =0, (n1 = —" -

Bestimmen Sie das Folgenglied a; und den Grenzwert der Folge (ay)nen.

aq lim a, =

n—oo

(c) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte mit der Regel von Bernoulli/de I’'Hospital.

2?2 -1 . cos(z)—1
m ——— = lim ————— =
a—1 In(x) z—0 T2
5. Aufgabe (Stetigkeit und Differenzierbarkeit) (5 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Parameter a,b € R, so dass die Funktion f: R — R mit

V—xzcos(mx)+a firxz <0,
= ¢ cos(mz) fir0 <z <1,
cos(m(x — 1)) +b firaz>1

f(x

~—

stetig auf ganz R ist.

a = b:

(b) Gegeben sei die Funktion f(x) = (z — e)°. Fiihren Sie die erste Iteration des
Bisektionsverfahrens mit den Startwerten ag = 0 und by = 4 durch.

a) = b1=

(¢) Gegeben sei die stetige Funktion

x fir x <0,

2 +cx firz>0.

f:R >R, f(:v):{

Bestimmen Sie den reellen Parameter ¢ € R, so dass f differenzierbar ist.
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6. Aufgabe (Tangentensteigungen, Extrema und Taylorpolynome) (5 Punkte)

(a) Gegeben sei die Funktion f: R — R, f(x) = 32% — 42. Ermitteln Sie die Steigung
m der Tangente von f in 2o = 1.

(b) Gegeben sei die Funktion f: R — R, f(z) = 2® — 622 + 9, welche genau ein lokales
Minimum f(zg) besitzt. Ermitteln Sie die Stelle xy des lokalen Minimums.

xrog —

c) Gegeben sei die Funktion f: R — R, f(z) = In(1 + ¢*) mit den Ableitungen

xT T

e
S 1+’

(&

f(x) = 0t e

f'(z)

Das Taylorpolynom T5(z) zweiter Ordnung im Entwicklungspunkt zy = 0 ist von
der Form
To(z) = a + bz + cz’.

Geben Sie a, b und ¢ an.

7. Aufgabe (Integration) (6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das folgende Integral:

2 5
/ 423 do =
1

(b) Bestimmen Sie die eindeutige Funktion g: R — R, so dass

/(x—3)eg”dx=g(x)—/ez dz

gilt. Hinweis: Verwenden Sie partielle Integration.

9(x) =
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(c) Gegeben sei das unbestimmte Integral

/exx/l-l-ezdw,

welches mit Hilfe der Substitution ¢ = 1 + e” gelost werden kann. Bestimmen Sie
a € Rund n € N, so dass

/e$\/1+ezdx=a\/(1+e$)"+c, ceR.

(d) Bestimmen Sie den Wert der uneigentlichen Integrale, falls diese existieren.
Schreiben Sie e.n. (ezistiert nicht), falls das Integral nicht existiert.

o) ) 4 1
e ““dx / ——dx
/ [

8. Aufgabe (Fourierpolynom und Fourierreihe) (3 Punkte)

a) Gegeben sei die 4m-periodische Funktion f: R — R mit Fourierpolynom vierter
Ordnung ¢4, welches gegeben ist durch

¢4(t) = 24 cos (t) — 3sin(t) — 2sin(2t).

Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ag und b von f.

ag = b2:

b) Gegeben seien die 27-periodische Funktion f: R — R mit

0 fir —7m<t<-—3,
ft) =41 fir -5 <t<7,
0 fur <t<m

[SERNIE]

und die zugehérige Fourierreihe S¢(t) mit

+i% i (7r )cos(kt)

k=1

Sf(t

l\.’)lr—t

Bestimmen Sie den Wert S¢(%).
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9. Aufgabe (Matrizen, Vektorrdume und Lineare Abbildungen) (13 Punkte)

(a) Fiihren Sie den eindeutigen Schritt des Gaufk-Eliminationsverfahrens durch, in
welchem in folgender Matrix A = [a; ;] der Eintrag a4, eliminiert wird.

=W =N
NN W

E»—noo

Ergénzen Sie hierzu die fehlenden Eintrage a, b.
0
0
1

B = N
ORI CREJUR
o= O O
QW N
SN W o

a= b=

(b) Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen.

1 2 —1
A=10 1 0] e R*3, B:[l 2 3]61[&2’3.
2 4 -2

Rang(A) = Rang(B) =

(c) Gegeben sei eine lineare Abbildung f: R? — R? mit

A() =L o R =]

Bestimmen Sie a,b € R, so dass f ([Z]) = [Z] .

a = b:

(d) Gegeben sei ein zweidimensionaler R-Vektorraum V mit Basen B; und Bs, so dass
. 1 3
ten= [} .

Bestimmen Sie a € R, so dass idg, 5, = [(1) (11] .

10
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(e) Gegeben sei eine Basis B des R[z|<2 mit
B = {22+2,z—1,—2}.

Bestimmen Sie das Polynom p = az? + bz + ¢ € R[z]<a, welches bzgl. B den

Koordinatenvektor
1
Kg(p)=| 2
—2
hat.
a = b= c =

(f) Gegeben sei A mit

Bestimmen Sie a,b € R, so dass

Kern(A) = span ¢ [b

(g) Gegeben sei ein Teilraum 7' C R?? mit

resa{fs 5 8[54 o}

Bestimmen Sie dim 7.

dim(T") =

11
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10. Aufgabe (Determinante, Eigenwerte und Skalarprodukte) (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen

A=10 -3 5| eR?*, B= e R
0 0 9 002 1
001 —1
det(A) = det(B) =

(b) Bestimmen Sie die Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms p4 von
1 0 -3
A= 0 2 4| eR®3
00 3

pa(z) =

(c) Gegeben seien die Matrix A mit den Eigenwerten A\ = —1, Ay = 2 und der Vektor

U mit
_ |1 -2 22 = _ |2 2
[ g
Bestimmen die geometrische Vielfachheit g(—1) des Eigenwerts \; = —1, sowie
b € R, so dass v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = —1 ist.

9(=1) = b=

(d) Gegeben sei das folgende Skalarprodukt auf R?:

T n
, =x1y1 + 2z
< LQ] [y2] > 191 2Y2

Bestimmen Sie z; € R?, so dass & = [x;] bzgl. (-, -) orthogonal zu § = [Z] ist.

I

Bestimmen Sie fir die von (-, -) induzierte Norm || - ||.

Il -

i
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(e) Gegeben sei eine Matrix A € R33 mit

2 2 0 0 1 1
Allj=2|1], A|lf{=1|1], A| 0| =3] 0
0 0 0 0 -2 -2

Bestimmen Sie a,b € R in der Diagonalmatrix D € R*? und der invertierbaren
Matrix S € R?3, so dass A = SDS™! gilt.

2 0 0 2 10
D=0 3 0|, S=|[101
00 a 0 b 0

a = b=

(f) Gegeben sei eine orthogonale Matrix @ € R33. Bestimmen Sie det(2Q " Q).

det(2QTQ) =

13



