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Losungen zur Klausur vom 8.10.2001
(Rechenteil)

Analysis I fiir Ingenieure

1. Aufgabe (5 Punkte)

a) Berechnen Sie fiir

(1414)?
1—4

die komplexen Zahlen z;-25, |25], e* == in der Form z + 1y mit reellen z, .

1 = 22:1—3i

Mit
(1+i)2 (1+i)3 1+3:—-3—1 -2+ 2 .
21 = - = - — = = :—1+Z
1—14 (1—14)(1+14) 2 2

ergibt sich:
z21-20 = (F1+4)(1—-3i) = —14+3i+i+3 = 2+ 44,

20| = [1—3i] = /124 (=3)2 = V10,

27- _ . 27- _ . _ ;i _9_ . _ _ .
PRI - e( 1+4)2—i(1-3¢) _— e 2i—i-3 _ e 3-3i _ e 3. e 3¢
1 . cos3 . sin3
= —(cos(—3) + isin(—3) = -1 :
e3 ed ed

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge in R der Ungleichung |z — 4| > 2|z + 1|

Fallunterscheidung:
)z >4: x—4>2(x+1)
= —6>x =L =0

II) -1<z<4: —(x—4)>2(x+1)

& 2> 3z

& 2>z =1, =[-1,%]
) z < —1: —(x—4) > -2(x+1)

& x> —6 = L = [-6,—1]

= L=0L UL, ULy = [-6, 3]



2. Aufgabe (7 Punkte)

a) /2 exp(cos ) sinx dr = /2 _di exp(cos ) dx
0 0

T
= [— exp(cos ac)]og =e—1

b) / COSQxdx:[sinxcosx]g+/ sin® z dx
0 0
:0+/ (1 —cos’x) dx =
0

o3

c¢) Polynomdivision liefert:

23+ 422 + 6
L 1l ———
22+ 52 +6 22 +52+6

somit:

2 3 4 2 2 2 1
/ wdmz/(m—l)dm+6/ dx
o r2+52x+6 0 o (x+2)(x+3)

:[%xQ—w]gJFG/O?((xiQ) - (96v1L3)>dac

x+2 4 2 6
=2-2 In~——2=6(In-—In-)=6In—
+6[nx+3]0 6(n5 n3) 6n5
3. Aufgabe (4 Punkte)
a) Fiir die Ableitungen von f erhilt man
f(zr) =2+ e "sinuz, f(0) =2,
fl(x) =e ®coszx —e ®sinz =€ “(cosx —sinz), f(0)=1,
f"(z) = —e ®(cosz —sinx) — e *(cosz + sin )
= —2¢%cosz, f(0) = =2,

Also ist das Taylorpolynom Ty(z) = 2 + x — 2.

b) Das Restglied hat die Form f(z) — To(z) = Ra(z) = L5823, wobei ¢
1

3!
zwischen zo = 0 und « liegt. Fiir z € [—5, 1] folgt also £ € [—15, 7] und

. O’
es 1st
f"(z) = 2e " (cos x + sin ).

Nun schitzen wir ab und erhalten

1 2 (1) _ 1
Ro(x)] < =265 - (14 1)-|zP < Zew [ — ) < —
Ba(o) < g2 1) o < 2o (1) < o

fiir alle z € [—5, 15)-



4. Aufgabe (4 Punkte)

Zeigen Sie fiir allen > 1, ne N:

n

D (3K =3k +1) =n’.

k=1

1
Induktionsanfang fiir n = 1: 2(3 12=3-1+1) =1 =13

k=1
Induktionsschritt n — n + 1:
n+1 n
S BE =3k+1) = Bn+1)*-3(n+1)+1)+ Y (3k* —3k+1)
k=1 k=1

= B3m*+2n+1)=3(n+1)+1)+n°
= n3+3n2+3n+1

= (n+ 1)3.
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Analysis I fiir Ingenieure

1. Aufgabe (5 Punkte)
a) Fir x € R\ {0} ist f als Quotient stetiger Funktionen, deren Nenner nie
Null wird, stetig.

Indem man zweimal die Regel von de I’'Hospital anwendet, erhélt man

. 2—2cosz . 2sinz . COSZ
lim —— = lim = lim
z—0 1:2 z—0 2x z—0 1

Wegen f(0) =1 ist damit f auch in Null stetig.
b) Fir z € R\ {0} ist f als Quotient differenzierbarer Funktionen, deren
Nenner nie Null wird, differenzierbar.

Indem man dreimal die Regel von de I’'Hospital an wendet, erhilt man

f(0)= limM = lim%

z—0 T — Tg =0 1 —0

. 2—2cosx — x? . 2sinz — 2z
= lim =lim——+—
z—0 $3 x—0 3$2
. 2cosx —2 . —2sinz
=lim—— = lim =0,
z—0 (5% z—0

also ist f auch an der Stelle 0 differenzierbar.

2. Aufgabe (8 Punkte)

a) falsch,
Gegenbeispiel: a, =5+ (—1)"In(n + 1),
denn lim,,_,., a, existiert nicht.

b) falsch,
Gegenbeispiel: z — |z|,
denn an der Stelle x = 0 ist die Betragsfunktion nicht differenzierbar.

4



c) falsch,
Gegenbeispiel: f:[0,7— R, f(z) ==
denn kleinste obere Schranke ist 7, aber f(z) < 7 fiir alle z € [0, 7]

d) falsch,
Gegenbeispiel: a, =

Yomo(=1)"a, = 302 o = = 0o, harmonische Reihe!

(="
n

3. Aufgabe (4 Punkte)
a) Falls der Grenzwert existiert, ist er gleich dem Konvergenzradius, also
lim |[-%—| = 2.
k—oo | Gk+1

b) Alle Punkte innerhalb des Kreises (ohne Rand!)

c¢) Jede reelle Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzintervalles differen-
zierbar. Da |0, 2[ im Konvergenzbereich liegt, ist also f differenzierbar.

Die Taylorreihe von f' an der Stelle 1 ist >~ (k + 1)agy1(z — 1)*.
k=0

4. Aufgabe (3 Punkte)
d d d
% COST __ % coszlnz _ ecosxlnx@ (COS.’L‘]D.’L‘) — l_cosz(_ sin z ln z + COxS.’L‘)

1. Definition von a®

. Kettenregel
3. Produktregel

[\



