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Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstéindig und leserlich aus. Damit erkldren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO bekannt
sind. Thnen ist auflerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der Priifung
fithren kann (§39 Abs. 2 Satz 4 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméfie Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§39 Abs. 2 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genom-
menen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich Giiltigkeit hat.

Hinweise:

e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren
Hilfsmittel zugelassen.

e Geben Sie Thre Losungen in Reinschrift auf DIN A4-Bléittern ab.
e Verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.
e Schreiben Sie auf jedes Blatt Name und Matrikelnummer.

e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren werden nicht gewertet.

e In den Aufgaben 1-3 ist nur das Ergebnis gefragt und auf dem Aufgabenblatt
einzutragen. Geben Sie keine Rechnungen an.

e In den Aufgaben 4-9 ist immer ein vollstindiger Losungsweg anzugeben
(Rechnung und/oder Begriindung).

Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Bei der Klausur sind 80 Punkte erreichbar. Die Klausur ist mit 40 Punkten bestanden.

Korrektur




1. Aufgabe (10 Punkte)
In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Es zdhlt nur das
Ergebnis. Tragen Sie nur das Ergebnis auf diesem Blatt im jeweiligen Feld ein.

a) [2 Punkte] Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem als A% = b:

3x1+x9 =14
—b5x1 + 219 =7

b) [3 Punkte] Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizienten-

1 21 1
matrix des linearen Gleichungssystems (2 4 2| &= |3].
0 0 3 3

normierte Zeilenstufenform: 0 0 1 0

¢) [2 Punkte] Bestimmen Sie die Losungsmenge LL des reellen linearen Gleichungssystems

100 3 0 1
01 01 0(F=|2
0 00 01 3
1—-3z4 1 0 -3
2—xy4 2 0 -1
L= T3 r3, 24 ER p = Ol +x3 |1 +x4| 0 ||z3,24 €R
T4 0 0 1
3 3 0 0
1 01 2 [1 0 1 2
d) [3 Punkte] Die normierte Zeilenstufenformvon A= (1 2 3 4|istC= |0 1 1 1{.
101 2 0000
Bestimmen Sie Rang(A) und eine Basis von Bild(A):
1 0
Rang(A) = 2 Basis von Bild(A): 1,12




Lésung.  a) [2 Punkte] Es ist

3 1| [z . 3r1 + x2 . 4
-5 2| |29 o —5x1 + 219 T

b) [3 Punkte] Mit dem Gauf-Algorithmus fiir [A, b] ist:

L2 11 2 11 12 11
Ab=]2 4 23| % o ol1 | " o0 1)1
00 3[3 00 1|1 0001
-7 |1 2 110 1 2 010
T o 0 1o ™= 1o 01
0001 0001

Dies ist die normierte Zeilenstufenform (NZSF) von [A, b].

c¢) [2 Punkte] Die Pivotvariablen sind 1, z9,r5, und x3,x4 sind frei wihlbar. Riickwérts
einsetzen ergibt: x5 = 3, 19 — x4 = 2, also x93 = 2 — x4, dann x; + 3x4 = 1, also
21 = 1 — 3xy4. Also ist

1—3z4 1 0 -3
2 — 1y 2 0 -1
L= T3 r3,xy €ER p = Ol +a3 1| +x24| O r3, x4 €R
Ty 0 0 1
3 3 0 0

Beide Schreibweisen sind in Ordnung.

d) [3 Punkte] Der Rang ist die Dimension des Bildes von A, und die Anzahl der Nichtnull-
zeilen in einer Zeilenstufenform von A, also ist Rang(A4) = 2.

Basis von Bild(A): Die NZSF hat Pivotelemente in den Spalten 1 und 2, daher bilden die
1. und 2. Spalte von A eine Basis von Bild(A):

1 0
Bgilaay =14 |1] |2
1 0



2. Aufgabe (7 Punkte)
In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Es zdhlt nur das
Ergebnis. Tragen Sie nur das Ergebnis auf diesem Blatt im jeweiligen Feld ein.

3 -1 0
a) [2 Punkte] Sei A= | 2 a 0| € R33 mit a € R und det(A) = 3a? + 2a. Fiir welche
-2 2 a

a € R ist A nicht invertierbar?

A nicht invertierbar fiir a a=0und a = —

win

b) [2 Punkte] Sei A € R™" mit charakteristischem Polynom p4(z) = —(z + 2)*(z — 5)3.
Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und ihre algebraischen Vielfachheiten.

Eigenwerte und algebraische Vielfachheiten:

z1 = —2 mit alg. Vth. a(—2) =4 29 = 5 mit alg. Vth. a(5) =3

200 1 11
c) [3 Punkte] Sei A=SDS 'mit D=1{0 2 0| und S= {0 1 1|.
0 0O 1 1 2
Bestimmen Sie det(A) und den Eigenraum zum Eigenwert 2.

det(4A) = 0

FEigenraum zum Eigenwert 2:

1
V> = span 0], (1
1

Lésung.  a) [2 Punkte] Die Matrix A ist nicht invertierbar, genau dann wenn det(A) = 0,
d.h. wenn 0 = det(A) = 3a® + 2a = a(3a + 2). Dies gilt fiir a =0 und a = —

[\G][VV]

b) [2 Punkte] Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
also z;1 = —2 und zo = 5. Die algebraische Vielfachheit ist die Vielfachheit der Nullstelle,
also a(—2) = 4 und a(5) = 3.

c) [3 Punkte] det(A) ist das Produkt der Eigenwerte, also det(A) =2-2-0= 0.
Alternativ: det(A) = det(S) det(D) det(S™1) = det(S) det(D) det(S) ™! = det(D) = 0.
Alternativ: Da A den Eigenwert 0 hat ist A nicht invertierbar, also det(A) = 0.



Da A = SDS™! eine Diagonalisierung von A ist, sind die ersten zwei Spalten von S
Eigenvektoren von A zum Eigenwert 2. Da sie linear unabhéingig sind (S ist invertierbar),
erzeugen sie den Eigenraum:

1 1
V5 = span 0,1
1 1



3. Aufgabe (8 Punkte)
In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Es zdhlt nur das

Ergebnis. Tragen Sie nur das Ergebnis auf diesem Blatt im jeweiligen Feld ein.

a) [3 Punkte] Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil von z = %—;2, sowie z - Z.

b) [3 Punkte] Bestimmen Sie alle Losungen von z3 = 27i. Sie kénnen die Losungen in
kartesischer Darstellung oder Eulerdarstellung angeben.

4an
3

Lésungen: 3¢'c 3G HE) = SBiSTsW, 35+ = 361 = —3;

c) [2 Punkte] Welche der Skizzen beschreibt die Menge M aller z € C mit Im(iz) > 07
Kreuzen Sie die richtige Skizze an.

Vv

Lésung.  a) [3 Punkte] Es ist
1 (1—1)? 1—2i+4% =2

— — = — = —1

Tl +oa-i)  1-22 2




c)

Daher sind Re(z) =0 und Im(z) = —1. Weiter ist

1—9 141

T,
14+7 1—1

Zz=

Alternativ ist z-Z = —i-i=1oder z-z = |2]? = /22 + y2 = 1.
[3 Punkte] Losung mit Euleransatz z = €™ mit » > 0 und ¢ € R. Dann ist
r3et? = 23 = 27i = 3361%,

also 3 = 32, also r = 3, und 3p = 5 +2rk mit k € Z, also p = § + %’rk Das ergibt die
drei verschiedenen Losungen

s (T 427 u (T 4 AT ; 9 ;31 .
2o = 3¢€'%, 21:361(6+3):3616, 2o = 3/ (613) = 3¢t = 3e'T = —3i.

und wir sind fertig. Die Losungen zp und z; konnen auch in kartesischer Darstellung
geschrieben werden:

(o (§) wom (5)) =3 (13 ).
o= (con (30 (37)) = (3213 ).

[2 Punkte| Schreibe z = x + iy mit x,y € R. Dann ist Im(iz) = Im(iz — y) = x. Daher
ist Im(iz) = x > 0 die rechte Halbebene.
Ol



Bitte bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben auf separaten Blittern.

4. Aufgabe (10 Punkte)
0 3 -2

Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung von A = |2 1 —1| € R33,
2 1 1

Lésung. Es bezeichne a; die j-te Spalte von A. Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf
ai,az, a3 an:

larlla = V02 + 22 422 = 2V/2,

1 1 g 1 (1)
uy = a; = = = )
Ha1||2 2\/5 2 \/5 1
3 1 0 3
ﬁgza2—<a2,u1>u1: 1 —\/57 1] =10 s
— 1 2 1 0
=2
[az][2 =3,
1 1
Up = ———1Ug = |0
2|2 0
-2 1 0
U3 = az — (a3, u1) u1 — (az,uz)ug = [ =1 +2 |0 = [ -1,
=0 ——9 1 0 ]_
s]l2 = V2,
0
1 1 01 1
Uz = ———1ll3 = -l =|"x
fasll "~ V2 | &7
V2
Dann ist
0 1 0
1 1
Q = [u1,u,u3] = Ve 0 Ve
vz v
und die obere Dreiecksmatrix R erhilt man durch R = QT A, deshalb
0 5 5|03 —2] [2v2 v2 0
R=QTA=1(1 0 0|21 -1|=]0 3 =2,
0 —% % 2 1 1 0 0 V2

oder direkt aus dem Gram-Schmidt-Verfahren:
laill2  (a2,u1) (a3, u1) 2V2 V2 0
= 0 [dzll2 (az,u2)| = | O 3 =2
0 0 3|2 0 0 V2



5. Aufgabe (5 Punkte)

2
3
a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (ay,) mit a,, = m
2
- ez —1
b) Berechnen Sie lim ————

Lésung.  a) [2 Punkte] Es ist

n

TR+ T 14147

73

Gnp,

n? +3n l-l-\/g% 9
1

b) [3 Punkte] Es sind limx_wo(e% —1) =€"—1 =0 und limy oo In(1 + 1) = In(1) = 0.
Daher kann die Regel von I’'Hospital angewendet werden. Es ist

2 2
xr — 1 ——5€x 1
im - —~ = lim T~ lim (14 ) 2t = (1+0)2e" = 2.
T—00 ]n(l + 5) T—00  —=y T—00 x
1+
Ol
6. Aufgabe (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass f: R — R, f(z) = 2sin(7mz) + cos(mx) + z(x — 2), mindestens eine Nullstelle
in [0, 2] hat.

Lésung. Es sind

£(0) = 2sin(0) 4 cos(0) + 0(0 — 2) =1,
f(1) = 2sin(m) 4 cos(m) + 1(1 — 2) = =2,
f(2) = 2sin(2m) 4 cos(2m) + 2(2 — 2) = 1.

Da f auf dem Intervall [0, 1] stetig ist und f(0) > 0 > f(1) ist, hat f nach dem Zwischenwertsatz
eine Nullstelle in |0, 1].
Genauso sieht man, dass f auch eine Nullstelle in [1, 2] hat. O



(13 Punkte)

7. Aufgabe
Berechnen Sie die folgenden Integrale

xT

z—1
W | e
c) /02 V4 — (2sin(z))? dx.

a) [4 Punkte] Substituiere ¢ = In(z), dann ist dt = 1dz und

2 = sin (g) — sin(0) = 1.

/2
" cos(In(x))
a) /1 cos(Iniz)) g,

Lisung.
exp(%) | z

2/ cos(In(x)) do — /2 cos(t) dt = sin(t)|
t=0

/1 e

Alternativ: Eine Stammfunktion von w ist sin(In(z)), also ist

exp(%) — sin (E) —sin(0) = 1.

1

exp(F) M = sin(In(x
/1 2 i = sinln(z))

A B

b) [5 Punkte] Wir berechnen zuerst eine PBZ des Integranden:
z—3

r—1 _

(z—-2)(z—-3) x-2
%}m:2:%1 -1 undB:%‘x:S:T:2.

Mit der Zuhaltemethode sind A =

Dann ist
z—1 -1 2
————dx = dr =—In|lx — 2|+ 2In|x — 3 R
/(a:—2)(x—3) x /(x—2+x—3> x nlr —2|+2Injz —3|+¢, ce€

c) [4 Punkte] Es ist

[ VIR =2 [ TR
2/03\/608de

= 2/2 cos(x) dx
0

7] ist. Also ist

da cos(x) > 0 auf [0, §

/Og VA= (2sin(x))2 dx = 2sin(x)|/* = 2sin (g) — 25in(0) = 2.



8. Aufgabe (14 Punkte)
Sei f:R\{-2} =R, f(z)=(-2—2)"L.

a) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion: Fiir alle n > 0 ist

FN (@) = nl(-2—2)"" L.

b) Bestimmen Sie das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xg = 3.

c) Geben Sie das Restglied R, zum n-ten Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xg = 3
an. Zeigen Sie: Fiir x € [1,5] gilt |R,,(z)| < Pl

= 3n+2 .

d) Fiir welche = € [1,5] konvergiert die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xo = 3
gegen f7

Lésung.  a) [5 Punkte]
IA Fiir n = 0: Es ist fO(2) = f(z) = (-2 —2)7' = 0/(=2 —2)""1. Also stimmt die
Behauptung fiir n = 0.
IV Fiir ein n € N gelte ) (z) = nl(-2 — z)~" 1.
IS Fiir n + 1: Es ist

d v d o
(n+1) e 1(0) A I T, S n—1
£ (a) = Loy Y Ly g g

=nl(—n—1)(=2—2)""2(=1) = (n+ 1)Y(=2 — )~ DL,

b) [2 Punkte] Das n-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt zop = 3 ist

n (k) n
To(x) =) / k!(?’) (—3)F =) (=5)" (-3~
k=0

k=0
c¢) [5 Punkte] Das Restglied ist (in Lagrange-Form)

Fr(e)
(n+1)!

1

Ry () = (2 g2

(.1‘ _ 3>n+1 _ (x _ 3)n+17

wobei £ zwischen zop = 3 und « liegt.

Abschitzung: Fir z € [1,5] gilt |[x — 3] < 2. Da £ zwischen zyp = 3 und z liegt, ist
insbesondere £ > 1, also |—2 — {| > 3. Dabher ist

1 2n+1

— n+1
[Rn(2)| = WVC =3 < TR

d) [2 Punkte] Fiir jedes x € [1,5] gilt |Ry,(z)| < % (%)nJrl — 0 fiir n — oo, also konvergiert
die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xp = 3 gegen f(z).
O



9. Aufgabe (8 Punkte)
Die Funktion f: R — R sei 2w-periodisch mit

—t fur —w <t <,
t) =
1®) {0 fir t = «.

a) Skizzieren Sie f auf |—3m, 37[. Entscheiden Sie anhand der Skizze, ob f ungerade oder
gerade ist.

b) Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von f.

c) Fiir welche t € |—m, w] konvergiert die Fourierreihe, und ggf. gegen welchen Wert?

Lésung.  a) [2 Punkte] Skizze:

|
N
Ne
)

—3m —2 3T

Also ist f ungerade.

b) [4 Punkte] Es ist 7' = 27, also w = 27 = 1.
Da f ungerade ist, sind die Koeffizienten aj = 0 fiir alle k£ > 0.

Berechnung der Fourierkoeffizienten: Fiir k > 1 ist
T/2 1 T
/ f(t)sin(kwt) d / ) sin(kwt) dt = / (—t) sin(kt) dt.
T/2 L -

Mit partieller Integration u(t) = t, v'(t) = —sin(kt), also v/(t) = 1 und v(t) = Coslgkt), ist

1 cos(kt) |~ 1 [T cos(kt) cos(km)  cos(—kmw) 2 &
b — Ly _ 2 dt — — Z(=1)*.
Tk e w /_7r k r Tk ey
=0
Fourierreihe von f:
0 [e.9] oo 2 )
=3 + I; ay, cos(kwt) + by sin(kwt)) = ; z sin(kt).

c¢) [2 Punkte] Die Funktion f ist stiickweise monoton, daher gilt:

e In den Stetigkeitspunkten ¢ von f, also in |—, 7[, konvergiert die Fourierreihe gegen
f{t) = —t.

e In 7 konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelwert von links- und rechtsseitigen
Funktionswert, also gegen f(t_);f(tﬂ = _”+7r =0= f(n).

O]



