April — (Voll-) Klausur
Analysis 1 fiir Ingenieure

Losungen

Rechenteil

1. Aufgabe 7 Punkte
(a) Skizzieren Sie die 4-periodische Funktion mit f(x) = 0 fiir |¢| < 1 und f(z) = |z| — 1 fiir
1< |z <2

(b) Berechnen Sie fiir diese Funktion die Fourierkoeffizienten asg1.

Lésung

Graph von f
A
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

(b) Esist T' = 4, w = §. Zur Abkiirzung setzen wir s = (2k +1)5. Die Funktion f ist gerade und
somit gilt

4 [T/2 2
agk4+1 = f/ f(x) cos((2k + Nwz) dx = / (x — 1) cos sz dx
0 1
_ (m—l)sinskm‘Q_/Q sin s dp — (ac—l)sinser cossk;z:‘Q
Sk 1)1 sk Sk 1 s2h
sin2s;  cos2s,  coS Sk 4
s 53 s2 (2k+1)2m2
2. Aufgabe 6 Punkte

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung iz? + (2 + i)z =i — 1.
Geben Sie die Losungen in der Form a + bi an.

Lésung
Nach Abzichen von (i — 1) auf beiden Seiten und Multiplizieren mit —i erhélt man die Gleichung

224+ (1 —2i)z — (1414) =0,

die man mit der p-¢g-Formel 16sen kann:

% — 1 1—202+4(1+1) 2i—-1 [1
12 i\/( 2AAQ ) 21 1y L = 14

A2 = 1 2 1



Vollklausur — Rechenteil

3. Aufgabe 6 Punkte

2

-1
Berechnen Sie / 557
1 2428

Lésung

Partialbruchzerlegung: Es sind A, B und C zu bestimmen, so dass

r-—1 -1 A B C
x2+x3_x2(m+1)_;+ﬁ+x7—|—l
_ Az(x+1)+B(x+1)+C2?> (A+C)a?+ (A+ B)z+ B
N x?(x +1) B x2(x +1)

gilt. Koeflizientenvergleich liefert A =2, B = —1 und C = —2.
Damit erhélt man

2 2 2 2
—1 1 1 1
1 1 1 1
1

1 1 4
=2mnaf} + —[} ~2In(e + [} = 22— 5 — 23422 =2l 3 — 5.

4. Aufgabe 6 Punkte

Untersuchen Sie jeweils, ob die Integrale

(a) /100 nz dx (b) /100 ze T dx

xT

divergent oder konvergent sind. Der Wert muss nicht berechnet werden.

Lésung

(a) Mit der Substitution v = Inz erhalten wir z = e* und dz = e*du. Damit erhalten wir

0o 1 R InR o)

nx Inx .

— dx = lim —— dz = lim udu = u du.
1 X R—o0 1 xX R—oo 0 0

Also ist das Integral divergent. Ein alternativer Losungsweg ist

/ln:lc /lnx /ln—xd>/—d+/ldaﬁ:oo

(b) Fiir 1 < R < oo gilt mit partieller Integration

R " R
/ xe ¥ dx = (—meﬂ”)|1 +/ e ¥ dx
1 1

=-Re Bqel—eBiel=—(Rt1)e 2!

Damit erhalten wir

oo R
/ re ¥ dr = lim ze " dr = lim (—(R+1)e #) +2e " =2e .
1

R—oo Jq R—o0

Also ist das Integral konvergent.
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5. Aufgabe 8 Punkte

(a) Sei f(z) = (x + 1) arctan e=2%. Berechnen Sie f’(0).

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion y = e cosx der Differentialgleichung
y® + 4y = 0 geniigt.

Lésung
(a) Es gilt

™

f'(z) = arctane™" — 2(z + 1)e ™" und  f/(0) = arctan1 — 1 = Vi 1.

1+ e 4=

(b) Die ersten vier Ableitungen von y sind gegeben durch

/ : 1 g : C o2 3 :
y = e cosx — e sinx y' =e®cosx —e®sinx —e®sinx — e¥ cosx = —2e” sinzx

"= _(e®sinz 4 e cosz) y = —2(e”sinz + e® cosx + €% cosx — e” sinx) = —4e” cosx = —4y.

Die Behauptung folgt aus der Gleichung y®*) = —4y.

6. Aufgabe 7 Punkte

Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe

oo

o] V( Snf .

Untersuchen Sie auch die Randpunkte.

Lésung

Der Konvergenzradius der Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x¢ = 0 und Koeffizienten
3n .
18t

= o

. an . 3n/Bn+1) =227 V2 \Batl V2 3+1 V2
R = lim —‘:hm = — lim ——— = — lim g:—.
n—o0l Ap41 n—oo  3ntl, /(3n — 2)27 3 n—oo/3n —2 3 n—oo |\l 3 — = 3

Im letzten Schritt haben wir die Stetigkeit der Wurzelfunktion im Punkt 1 ausgenutzt. Es bleibt
noch das Konvergenzverhalten in den Randpunkten x = £%= ‘f zu untersuchen. Fiir x = ? gilt

SIS S RS

= /(Bn—=2)2n =\ /(Bn—-2) = 3n7\/§n:1n
Die Potenzreihe ist divergent in dem Punkt z = 72, weil die harmonische Reihe divergent ist. Fiir
T = —g gilt

= V/Bn—=2)2" = \/(3n —2)
1 1 . 1 . .

Aus T < 7 folgt, dass die Folge 75,3 €ine monotone Nullfolge ist. Nach dem
Leibniz-Kriterium konvergiert die Potenzreihe im Punkt =z = —?. Sie konvergiert jedoch nicht

absolut (siehe (1)).



Verstandnisteil

1. Aufgabe 6 Punkte

Fiir welche z € R ist die Funktion f: R — R mit

differenzierbar?

Loésung

Auf R\{0} ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Fiir die Differenzier-
barkeit im Punkt 0 muss man iiberpriifen, ob fiir x — 0 der Differenzenquotient

f(z) = f(0)

= COS —
x T

konvergiert. Die Folge x,, = # ist eine Nullfolge. Die Folge cos a% = cosmn = (—1)" konvergiert
nicht. Daher ist die Funktion f nicht differenzierbar im Nullpunkt.

2. Aufgabe 8 Punkte
Untersuchen Sie jeweils, ob die Aussage wahr ist (ohne Begriindung) oder finden Sie ein Gegen-

beispiel, das die Aussage widerlegt.

(a) Seien (ay) und (b,) Folgen mit (a,) — —o0, (b,) — 0.
Dann gilt (a,, + b,) — 0

4p
(b) Sei f eine ungerade, p-periodische Funktion. Dann gilt / flz)dz =0
0

(¢) Das Integral einer stetigen Funktion ist genau dann gleich null, wenn die Funktion iiberall
null ist.

(d) Sei p(z) ein Polynom und p4(z) sein Taylorpolynom 4. Grades mit beliebig gewihltem Ent-
wicklungspunkt. Dann gilt: Ist der Grad von p(z) hichstens 4, so ist das Restglied von py(x)
gleich null.

Loésung

(a) falsch. Gegenbeispiel: a,, = —n, b, = n + 1, aber lim, o (a, + b,) = 1.
(b) wahr.

)
)
(c) falsch. Gegenbeispiel: fozﬂ sina dz = 0.
(d) wahr.
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3. Aufgabe 7 Punkte

1
Bestimmen Sie niherungsweise den Funktionswert sin(g + E) mittels Taylorapproximation. Der

Fehler Threr Niherung soll dabei kleiner sein als 107°.

Loésung

Wir betrachten die Taylorentwicklung des Sinus mit dem Entwicklungspunkt zq = 7 . Das Rest-
glied der n-ten Taylorapproximation an der Stelle x = § + %0 ist gegeben durch

m 1 sin™*V(g) 1 ™ 1
5+ 39) = (n+1)! 107+ £33 2 10

Fiir alle z € R und n € N gilt |sin™™" 2| < 1 und somit ist

o1 1 1 1
)< fir n>3
B3+ 10)1 = it <qp T m23

Also liefert der Wert des 3-ten Taylorpolynoms an der Stelle g—l—l—lo eine Naherung mit der gewiinsch-
ten Genauigkeit:

2‘5: sin® (7r/2) 1 199
il 100 21-102 ~ 200°

=0

Wegen sin(§ + z) = cosx kénnte man bei dieser Aufgabe genauso gut die Taylorentwicklung des
Cosinus mit dem Entwicklungspunkt zg = 0 benutzen.

4. Aufgabe 7 Punkte

Ein Polynom 2. Grades hat bei zg = 2 ein lokales Extremum und an der Stelle z; = 1 die Tangente
t(x) = —6x + 6. Geben Sie dieses Polynom an.

Lésung

Ein Polynom 2. Grades hat die Form p(z) = ag + a1z + asz?. Die erste Ableitung ist p'(x) =
ay + 2asx. Da p bei 2 ein lokales Extremum hat, gilt notwendigerweise p’(2) = 0 und somit

a1 + 4as = 0. (2)

Fiir die Tangente an der Stelle 1 gilt nach Voraussetzung ¢(z) = —6x + 6. Also miissen die Glei-
chungen p/(1) = ¢'(1) = —6 und p(1) = ¢(1) = 0 gelten. Es folgen

a1 + 2a9 = —6 (3)
und

CL()+G1 +a2:0 (4)

Aus (2) und (3) erhélt man a; = —12 und as = 3. Einsetzen in (4) liefert ag = 9. Das gesuchte
Polynom ist also p(z) = 9 — 122 + 322,
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5. Aufgabe 6 Punkte

Zeigen Sie, dass tan? 2 und dieselbe Ableitung haben und folgern Sie daraus eine Beziehung

. . . cos? T
zwischen diesen beiden Funktionen.
Loésung
Es gilt

sinx 1 2sinx

(tan?z)’ = 2tanz tan’ z = 2 — = —
coswcos?xr  cosPu

( 1 )’7 —2cosz(—sinz)  2sinz
x

cos? costz cosdx

Stammfunktionen derselben Funktion

Weil die Ableitungen gleich sind, sind tan®2z und 5
i cos? x
(ndmlich ij;?;f) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unterscheiden sie

sich nur um eine additive Konstante.

6. Aufgabe 6 Punkte

Skizzieren Sie alle Losungen der folgenden Ungleichung in der komplexen Zahlenebene.

|z —i| > |z + 2+

Losung
Mit z = x + iy gilt

|z —i| > |z + 2+ |z +i(y — V)] > |(z+2) +i(y +1)|
2+ (y -1 2 (@ +2)°+(y+1)°
24y =2+ 1> +dr+4+9y2 +2y+1

y<-z-1

t o0

Losungsmenge

A




