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1. Aufgabe (9 Punkte)
a) Die Funktion f ist auf R differenzierbar und fiir alle z € R gilt:

F(z) =221 — 22)e .
Daraus folgt:
F0)=f'(1)=f'(-1) =0, f'(z)> 0 fiir alle z €]—00, —1[U]0, 1[ und f'(z) < 0 fiir z €]—1, 0[U]1, +o0[.

Daher ist die Funktion f auf | — co, —1] U [0, 1] (streng) monoton wachsend und auf | — 1,0] U [1, 400
(streng) monoton fallend.

b) Die Kandidaten fiir lokale Extremstellen sind 1 = —1, 5 =0 und z3 = 1.

Variante 1: Aus a) folgt, dass f an der Stelle x5 ein lokales Minimum und an den Stellen z; und z3
ein lokales Maximum besitzt.

Da
FO)= lm_fl)=0= lm_f(x) < /(1) = f(-1)

r——+00

sind die lokalen Extremstellen auch globale Extremstellen.

Variante 2: f ist sogar auf R zweimal differenzierbar mit f”(z) = (2 — 1022 + 4364)6_"”2, d.h f7(0) =
2>0, f'(-1) = f"(1) = —4e" ! <0.

Daraus folgt, dass f an der Stelle x5 ein lokales Minimum und an den Stellen x; und z3 ein lokales
Maximum besitzt.

Da
FO)= lm_f)=0= lm_f(x) < f(1) = f(-1)

r——+00

sind die lokalen Extremstellen auch globale Extremstellen.

2. Aufgabe (8 Punkte)
a) P ist ein Polynom 5.Grades und hat genau 5 Nullstellen in C . Da die komplexen Nullstellen ei-
nes reellen Polynoms in kongugiert-komplexen Paaren auftreten, ist die Anzahl der reellen Nullstellen
ungerade. Daher hat P mindestens eine reelle Nullstelle.

P hat mit ¢ auch —i als doppelte Nullstelle und eine einfache reelle Nullstelle. Damit gibt es drei
verschiedene Nullstellen.

b) Aus a) folgt, dass P(z) = a(z—1)(x—i)?(x+i)?2 = alz—1)((z—i)(z+1))? = a(x —1)(z2+1)?, a €
R\ {0}.

Variante 1: Wére P ungerade, dann miisste P(0) = 0 gelten. Jedoch ist P(0) = —a # 0, also ist P
nicht ungerade.

Variante 2: Ware P ungerade, dann miisste P(—1) = —P(1) = 0 gelten. Jedoch ist P(—1) # 0, also ist
P nicht ungerade.

Variante 3: Wire P ungerade, dann miisste P(—z) = —P(z) fiir alle € R gelten. Jedoch ist P(—x) =
a(—z —1)(z? +1)? # P(z), also ist P nicht ungerade.



3. Aufgabe (8 Punkte)
a) Es gilt:

1 1
lm z,= lim ——=0= lim —— = lim z,.
n—too " notoo \/THnr n—too \/T+ 5 +2nm  notoo
b) Es ist
1 1 1 1
J(@n) f(\/l + mr) T sin(l+nr—1)+2  sin(nm)+2 2
und 1 1 1 1
) = )= S iiom D2 (@) 23
+ % +2n7 sin(14 % 4+ 2nm — 1) + sin(%) +
Dabher, ist
. 1 ) 1
c¢) Die Folgen (z,) und (z,) konvergieren beide gegen 0, aber lirJrrl flzy) # liI_iI_l f(zn). Daher ist f
n—-+00 n—-+oo

im Punkt x = 0 unstetig.
d) Die Funktion f ist in # = 0 nicht stetig und daher auch nicht differenzierbar.

4. Aufgabe (8 Punkte)
a) Falsch : Gegenbeispiel: [ : x +— sinz.
b) Falsch : Gegenbeispiel: (a,,) = (2n) und (b,,) = (—n). Es gilt: lim a, = 400, lim b, = —oco aber

n—-4oo n—-+4oo
lim (a, + by) = +00 .
n—-+o0o

c) Wahr : Die Funktion f : x + cosx — x ist auf [0, 5] stetig und es gilt:

f(O):1>Oundf(g):1—g<O.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert & €]0, 5[ so dass f(§) =0 d.h. cos§ = ¢ .

5. Aufgabe (7 Punkte)
Die Funktion f ist ein Polynom 9. Grades und wird durch ihr Taylorpolynom 9. Grades mit Entwick-
lungspunkt xy = % exakt wieder gegeben. Aus dieser Taylorentwicklung lesen wir ab:

3 .3 G)(3)y 1 3 3
iG=0 pd=1 ZE - Lan o) —anma o) <o




