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1. Aufgabe o 5 Punkte
Bestimmen Sie a € R, so dass die Funktion g(z) = x

stetig auf ganz R ist. a firz =0

Weil sin (£2) die Komposition der stetigen Funktionen sin(z) und Za ist, ist g(z),2 # 0 ein

Quotient von stetigen Funktionen, und diese sind iiberall dort stetig, wo sie definiert sind. D.h. ¢
ist stetig fiir x # 0. Fiir die Stetigkeit in x = 0 muss gelten

lim g(z) = 9(0) = a.

in (0 sin (Fx
Nach einem Satz aus der Vorlesung ist gin% w = 1. Daraus folgt: 1ir% M = g =a
N T— X

2. Aufgabe 8 Punkte

n
a) Beweisen Sie durch vollstdandige Induktion die Aussage Z(4k5 — 2) = 2n? fiir alle natiirlichen
Zahlen n > 3. k=1

b) Seien A und z reelle Zahlen mit A > 0,x¢. Die Folge (z,)nen sei rekursiv definiert durch

1 A
Tpil1 = = (mn + ) Zeigen Sie, dass falls (zy,)nen konvergiert, so gilt lim z, = V A.
X n—oo

2 n
3
a) Fiir n = 3 ist die Formel erfiillt: » (4k —2) =246+ 10 =18 =23’
n k=1
Ist Z(4k — 2) = 2n? fiir ein n € N mit n > 3, so gilt:
k=1 n+1 n

> (4k—2)=> (4k—2)+ (4(n+1) —2) = 2n* + 4n + 2
k=1 k=1

=2(n*+2+1) =2(n+1)>

1 A 1 A
b) Aus 41 = = <$n + > und Konvergenz der Folge (z,,) folgt lim 2,11 = lim = <xn + )
2 n—00 n—oo 2

n n

1 A
Sei L = lim x,. Dann gilt L = — (L + ) Daraus folgt:

1 1 A
ZL=Z.2
2 2 L
I’=A
A>0,2,>0=L>0=L=+VA
3. Aufgabe 6 Punkte

Zeigen Sie, dass die Gleichung 2° 4+ 3z = 3 genau eine reelle Losung hat.

Sei f(x) = 2 + 3z — 3. Die Nullstellen von f sind genau die Losungen der Gleichung 2° + 3z = 3.
Die Funktion f hat mindestens eine Nullstelle:
Das Polynom f ist stetig mit f(0) = —3 < 0, f(1) =1 > 0. Nach dem Zwischenwertsatz existiert

ein £ € ]0,1] mit f(&) = 0.
Die Funktion f hat hochstens eine Nullstelle:

Weil die Ableitung f’(z) = 5z* + 3 > 0 positiv und deshalb streng monoton wachsend kann es
also keine weitere Nullstellen geben.




4. Aufgabe 5 Punkte

Das Taylorpolynom 4. Grades einer Funktion f : R — R in dem Entwicklungspunkt x¢ = 1 ist
gegeben durch Ty(z) =3(z — 1)* = 5(z — 1)> +2(x — 1)2 = 7(x — 1) + 6.

a) Bestimmen Sie T5(z), das Taylorpolynom 2. Grades der Funktion f in dem Entwicklungspunkt
zo = 1.

b) Bestimmen Sie die Tangentengleichung an den Graphen von f durch den Punkt (1, f(1)).

Das n-te Taylorpolynom von f in 2 = 1 ist gegeben durch T, ( Z f — k .

2
a) Ty(z :ka(l r—1)F=2z-1)%2-7(z—-1)+6

b) Die Tangentengleichung durch den Punkt (1, f(1)) ist das Taylorpolynom vom 1. Grad in
o =1, ndmlich y = —7(x — 1) + 6
5. Aufgabe 16 Punkte

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Geben Sie eine Begriindung an oder finden Sie
ein Gegenbeispiel, sonst gibt es keine Punkte!

a) Ist W' (x) € [2,5] fiir alle © € [a, b], so ist h injektiv auf |a, b|.
b) Ist die Funktion f nicht differenzierbar in = 1, so hat f kein Extremum in z = 1.
c) Ist F'(z) = G'(x) fiir alle x € R, so ist F(z) = G(x).

n—1

1 k
d) lim — in|—|=1- 1
) Jim -~ kzzosm <n> cos(1)

e) Ist / k(z)dz = 0 fiir alle a € R, so ist / k(z)dz = 0.

—a

2 dx
f>/2x2__1

g) Die unendliche Reihe Z((—l)k — cos(km)) divergiert.
k=0

h) Die unendliche Reihe Z 31]€()];_|_7

k=4

—0o0

divergiert.

a) Wahr. /(x) > 0 auf [a,b] = h streng monton wachsend also injektiv auf |a,b[ .

b) Falsch. Gegenbeispiel: f(x) = |x — 1] ist nicht in x — 1 differenzierbar, hat dort jedoch ein
globales Minimum.

¢) Falsch. Fiir G(z) = F(z) + C mit C £ 0 ist G'(z) = (F(z) + C) = F'(x) aber F(z) # G(x).
d) Wahr. Riemannsche Summe der Funktion sin(z) auf dem Intervall [0, 1]

a 2 00 0 c
e) Falsch. / wdr = = 2, =0. / zdr = lim xdr + lim xdzx, falls diese existieren.

—a 2 0o b——oo J c—o0 J

Das ist ja aber nicht der Fall: hm x—|0 = lim % —0 — oo.
C—00

f) Falsch. Das Integral einer positiven Funktion muss positiv sein. (Alternativ: Wegen der Pol-

2 b 2
1 1 1
stelle ist das Integral uneigentlich: / —dr = 11)511 —2d:U + 11{% —dx falls diese Integrale
2 [E
existieren. Das ist nicht der Fall. ‘
o0
) Falsch. Z — cos(km)) = 0 = 0 konvergiert gegen Null.
k=0

h) Wahr. 31k07€ik7 konvergiert gegen —oo; d.h. (31%255:“72 ) ist keine Nullfolge.



