1. Aufgabe 11 Punkte

a) Finden Sie alle komplexen Zahlen z € C, die |z — 1| < |z + | erfiillen und
skizzieren Sie die Losungsmenge in der Ebene!

b) Bestimmen Sie alle z € C, fiir die gilt 2 + 8 = 0.

a) Sei z = a+ bi, a,b € R. Dann ist

|z — 1| < |z +1|

(a— 1) +bi] < |a+ (b+ 1)i]
Ve =12+ < /a?+ (b+1)?
a?—2a+14+b0<ad®+b0*+2b+1
—a <b

te e

Alsoist L= {z | — Re(z) < Im(z)}

b) 2%+ 8i =0 25 = —8i.
Es ist |23 = 8 und |z]| = V/8 = 2.

Als Argument von z haben wir arg(z) = 2.
(hier geht natiirlich auch arg(z) = —7)
Also ist 2% = 8(cos 3 + isin 37).
Somit erhalten wir die drei Wurzeln
S+ 2km Sr+ 2km

2 = 2(COST +isinT), k=0,1,2.

Also ist 29 = 2(cos § +isin§) = 24,21 = 2(cos %7‘(‘ + ¢sin %W),
29 = 2(cos G m + isin H).



2. Aufgabe 7 Punkte
Die Funktion y sei eine Losung der Differentialgleichung /() — 2xy(z) = 22?2 — 1
mit y(0) = 1. Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Grades von y mit Entwick-
lungspunkt zy = 0.

Das Taylorpolynom dritten Grades ist T3(x) = y(0) + v'(0)x + @ﬁ + wx‘?’.
Es ist y(0) = 1 nach Voraussetzung.

y'(x) = 22% — 1 + 2zy(x), also ¢/(0) = —1.

y'(z) = 4z + 2y(x) + 22y (z) (Produktregel!)

Also ist y”"(0) =4-0+2y(0) +2-0-4'(0) = 2.

y"(z) =442y (x) + 2y (z) + 229" () = 4+ 4y/'(z) + 22y" (x) (Produktregel!)
Also ist y(0) = 0.

Wir erhalten 73 = 1 — 2 + 22



3.

a)

b)

Aufgabe 12 Punkte

Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extrema der Funktion

f:0,1] - R mit f(z) =Inx — 2x.

Berechnen Sie den Flacheninhalt, der von den Graphen der Funktionen

f R—=R, f(z)=22"+2"—22+1,
g:R—R, gx)=2"+42>—-2r-3

und den Geraden z = —2, x = 2 eingeschlossen wird.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema ist f'(z) = 0.
flay=1-2=0e1=20@u-1os=1

Priife die hinreichende Bedingung: Es ist f"(x) = —x—lg < 0 fiir alle z €]0, 1],
also insbesondere f”(1) < 0. Also liegt bei z = 1 ein lokales Maximum vor.

Wegen li{% f(z) = liin Inz — 2z = —oo gibt es kein globales Minimum.

Weiterhin ist f’(z) < 0 fiir > 3, also ist f streng monoton fallend in |
und bei x = % liegt ein globales Maximum vor.

1]

1
29

Mit demselben Argument wie eben erhélt man, dass bei x = 1 mit f(1) =0
ein lokales Minimum vorliegt.

Man muss die Fliche berechnen, die der Graph von f — g mit der x-Achse im
Bereich [—2, 2] einschliefit. Es ist f(z) — g(z) = 2% — 322 + 4.

Nun miissen die Nullstellen von f — g im Intervall [—2, 2] bestimmt werden.
Eine Nullstelle lédsst sich erraten und die weiteren erhélt man durch Polynom-
division. Insgesamt bekommt man f(z) — g(z) = (z 4+ 1)(x — 2)2.

Der Flécheninhalt ergibt sich dann aus:

'/ 2 —3x% + 4 dx| +
—2

1
[41‘4 T —1—495]

27

2

‘/ —32% +4 dx

{4%4 T +44

+

-2 -1




4. Aufgabe 7 Punkte

Man zeige, dass die Funktion f : R — R mit f(z) = 23 — 2 — lf;g + % auf dem

Intervall [—2, 0] mindestens eine Nullstelle, ein Maximum und ein Minimum hat.

f ist aus stetigen Funktionen zusammengesetzt und deswegen stetig. (Bemerke,
dass auch 1+ z? > 0 fiir alle x gilt.)

Es ist f(—2) < 0 und auch f(0) < 0. Wir versuchen eine Stelle  im Intervall
[—2,0] zu finden, so dass f(z) > 0 gilt. Z.B. ist f(—1) = -5+ 3 >0,dae>1

Mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen folgt, dass im Intervall [—2, —1]
und damit auch im Intervall [—2, 2] eine Nullstelle liegen muss.

Da das Intervall [—2, 0] kompakt ist, ldsst sich der Satz vom Maximum/Minimum
anwenden, und es folgt, dass f auf dem Intervall sowohl Maximum als auch
Minimum annimmt.



5. Aufgabe 10 Punkte
Welche der folgenden Aussagen sind falsch, welche sind richtig? Bei dieser Aufgabe

reicht Folgendes aus: Geben Sie jeweils an, ob die Aussage stimmt (ohne weitere
Begriindung!), oder geben Sie ein Gegenbeispiel (ohne weitere Begriindung!) an,
das die Aussage widerlegt.

a) Jede konvergente Folge ist beschrankt.

b) Jede konvergente Folge ist monoton.

c¢) Ist (an)nen eine Nullfolge und (b,),en eine beliebige andere Folge, so ist die
Produktfolge (a, - b,)nen ebenfalls Nullfolge.

d) Jede divergente Folge ist unbeschrankt.
e) Jede beschrinkte und monotone Folge ist konvergent.

f) Wenn (a,)neny und (by,)nen divergieren, dann divergiert auch die Produktfolge
(an : bn)neN-

Qo
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Richtig.
(0"

n

—

Falsch. Beispiel a,, =

Falsch. Beispiel a, = + und b, = n®.

(o}

Falsch. Beispiel a,, = (—1)".

@

Richtig.

—h

Falsch. a, = (—1)" und b, = (—1)".



6. Aufgabe 13 Punkte

Beweisen Sie folgende Aussagen durch vollsténdige Induktion!

a) Ist die Folge (an)nem (oy definiert durch a; = V2 und ani1 = 2 + an, so gilt:

a, <2 fiir alle n € N\ {0}.

b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

n

> (k—1)- In( f o) =nln(n) —In(n)).

k=2

a) Induktionsanfang fiir n = 1: Es ist a; = V2 <2,
Induktionsvoraussetzung: Es gelte a,, < 2 fiir ein n € N.
Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass dann auch a,; < 2 gilt.
Es ist a,11 = v/2 + a, nach Voraussetzung

Damit erhdlt man: a, 1 = /2 + a, < V2 + 2 = /4 = 2 mit der Begriindung
*, dass die Wurzelfunktion monoton wachsend ist und an der Stelle x die
Induktionsvoraussetzung verwendet wurde.

b) Induktionsanfang fiir n = 2:
2
> (k—1)In(£5) = 1-1n(2) = In(2) (linke Seite)
k=2

2In(2) — In(2!) = In(2) (rechte Seite)

Induktionsvorausetzung;:
Es gelte fiir ein n € N,n > 2: Z( 1) - In(:%) = nln(n) — In(n!).

Induktionsschluss: Zu zeigen 1st dass dann auch gilt:

Z::(k — 1) In(:E) = (n+ Dln(n + 1) — In((n + 1))).
n+1 k
> (k1) ‘()
- n-ln(nzl)-l-z:(k_l)-ln(kfl)
Ind—vor. n-ln(nn )+nlnn —Inn!
In($)=In(a)~In(®) nln(n +1) —nln(n) + nln(n) — In(n!) = nln(n + 1) — In(n!)

= (n+1)In(n+1) —In(n+ 1) — In(n!)
= (n+1)In(n+1) — (In(n + 1) + In(n!))

(n+1)In(n+1) —In((n+ 1)!)



