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Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 11 Punkte
(a) (3P) Fiir welche reellen Zahlen z gilt lhx;?" <47

* Die Ungleichung ist fiir = 0 nicht definiert. Falls 2 < 0, gilt

2z 3| |2z 3|

<0<4,
x I

die Ungleichung ist also erfiillt.

* Falls z > 0, formt man um |2z — 3| < 4.
Fallunterscheidung:

Fall 1: 20 —3> 0 <=z > 3
= 2x — 3 < 4x.
Fall 2: 20 -3 < 0 <=2 < 3.

= — (22 —3) < 4x.

* Falls ¢ > %, ist die Ungleichung = > —% erfiillt. Falls 0 < x < %, lautet die Ungleichung

T > % Die Losungsmenge betriagt also
1
L= ]—O0,0[ U [577[ U [7 OO[ = ]—O0,0[ U [7 OO[

(b) (2P) Berechnen Sie alle reellen Losungen x der Gleichung: In (\3/ z*) =In /3 9.

ln<3x4> =Inz'/? -9

éln(:t) = %ln(x) -9

11



(c) (4P) Berechnen und skizzieren Sie alle komplexen Losungen z der Gleichung: 2% = 8i
in der Form z = a + bi.

* Umrechnung von 8 und Ansatz 2% = 8 = ez’

* Rechnung z, = v/8¢(% +455) = = 2%, k =0,1,2 wobei ¢g = 5 h= gw, P2 = %77

* Skizze:
A

(©)
(©)

~Y

=

O
J

=25

* Umrechnung in kartesische Koord.
2’ = = 2cos(Z) + 2isin(%) = V3 +i.

2€i5% = 2cos(2F) + 2isin(3F) = \f—l—z.
2% = 2cos(3F) + 2isin(3])

(d) (2P) Berechnen Sie alle komplexen Zahlen z, fiir die gilt: Re(z + 27i) = 2iz + 3.

* Ansatz: z = a+ bi, a,b € R.
Re(a + bi+27i) = 2i(a + bi) + 3
<= Re(a +1i(b+27)) = (3 —2b) + 2ai
<~ a=(3—-2b)+2ai
* Genau dann Null, wenn Real- und Imaginérteil beide Null sind.
< a=0und b= %
= L= {3i}.



2. Aufgabe 10 Punkte
Berechnen Sie folgende Integrale

w/2 0o
(a) /0 cos(sin(z)) cos(z) dx (b) /Mdm (c) /0 te~tdt

Hinweis: sin(1) muss nicht weiter berechnet oder gerundet werden.

a) (3P) Ansatz: Substitution sinz = ¢. (Oder auch O.K.: Form f(g)g’ erkennen).

dt  d(sin(z))

e T = cos(z)

— do = —— dt. Also gilt

cos(x)

cos(z)

/OTF/2 cos(sin(x)) cos(x) dx = /01 cos(t) dt = /01 cos(t) dt

cos(z)

‘1 w/2

= sin(t)| = sin(sin())|

= sin(1) — sin(0) = sin(1).

b) (3P) Partialbruchzerlegung des Integranden mit doppelter Nullstelle bei = 0. Ansatz:
1 A B c

z?(z 4 1) x+$2+x+1‘

Erhalten durch Koeffizientenvergleich A = -1, B=1,C =1 d.h.
1 1 1 1

22(z +1) §+?+3}+1'

1 1 1 1
/:pQ(x+1)d$(1_P)_/xdm+/x2dx+/w+ldx

1
=—Injz|-—+nlz+1|+C,
x

wobei C' € R eine beliebige Konstante ist.

c¢) (4P) Es handelt sich um ein uneigentliches Integral. Partielle Integration liefert

/ te_t dt= lim te_t dt = lim <(_te_t)‘ _ / (_e—t) dt)
0 b—oo Jo b—o0 0 0

b
= lim <—te_t - e_t’ > = lim (—be_b —e b - (—1))
b—ro0 0 b—roc0

=1-— lim b+1 =1 — lim l =1.
b—o00 eb b—o0 €b




3. Aufgabe 10 Punkte
Es sei f: R — R gegeben durch f(z) =1+ cos(2z).
(a) (3P) Bestimmen Sie das Taylorpolynom vom Grad 2 von f an der Stelle g = 7 /4.
*
f'(z) = —2sin(2z).
f"(z) = —4cos(2z).
* Taylorpolynom in zg = 7/4:
Tg(x):1—2<x—%> +O:—2x+1+g
(b) (3P) Bestimmen Sie das dazugehorige Restglied.
*
" (x) = 8sin(2x)
* Restglied:
Ryfx) = 3 sin(26) (2~ 7 )’
— — S _—
2(z) = g sin =7
* ..., wobei & zwischen x und 7 /4 liegt.
(¢) (4P) Berechnen Sie den Grenzwert
lim 7f(az) 5
x—7/2 (.73 — 7'('/2)
1 2 —2si —4
T s cos(2x) lim 2sin(2z) — lim cos(2x) — 9cos(m)=2.

x—/2 ([IJ — 71'/2)2 LH x—/2 2($ - 7'('/2) L'H z—n/2 2



Verstiandnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte
Seien a,b € R, a > 0 und die Funktion f gegeben durch

e x>0
R =R, T) = ’ -
! /(@) {x3~|—a2x—|—b, x <0

(a) (2P) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion von f fir z > 0.

* f~1(z) = lIn(z), denn ...
* (N (@) = explag Inz) = 2 bzw. f~1(f(z)) = 2 In(e™) = In(e’) = =

(b) (4P) Fiir welche Parameter a,b ist die Funktion f auf dem gesamten Definitionsbereich
stetig?

* Da Polynom und e-Fkt stetig, ist f stetig fiir alle  # 0

* linksseitiger Grenzwert lim, ~ f(z) = lim; o 2 4+adlr+b=>b
* rechtsseitiger Grenzwert limg~ o f(z) = limg e =1
*

f stetig in 0, wenn Grenzwerte iibereinstimmen und gleich Funktionswert, also b = 1

(a beliebig)
(¢) (4P) Fiir welche Parameter a, b ist die Funktion f sogar differenzierbar?

(a) Da Polynom und e-Fkt differenzierbar, ist f diff. fiir alle x # 0

(b) Grenzwert Differenzenquotient von links (b = 1 notwendig)

_ 3 2 -1
1imwzlimx+ax+b =limz’+d’=a
z,0 x—0 z 0 T z,/0

2

(¢) Grenzwert Differenzenquotient von rechts (L’Hospital)

limwzlime _lzlimae

x\,0 z—0 x 0 x z 0 1

=a

(d) f differenzierbar, wenn b = 1 und Grenzwerte iibereinstimmen, also a = a?.

Ergebnis (da a > 0 vorausgesetzt): a = 1,b =1



5. Aufgabe 11 Punkte

(a)

(¢)

(3P) Gegeben sei die Funktion f : R\ {0} — R, f(x) = sin(1/2) und die Folge a,, = -

nm’
Berechnen Sie lim,,—,o f(ay) und lim,_,~ f(—ay). Folgt daraus, dass f stetig fortsetzbar

an der Stelle z = 0 ist?

* limy, 00 f(Fay) = limy, o0 sin(£nm) = limy, 000 =0

* Nein, es folgt nicht, dass f stetig fortsetzbar ist, denn...

* ... es misste fiir alle Folgen (a,) mit lim,_,c a, = 0 gelten, dass lim,_,~ f(an) = 0.
(2P) Seien (ay,), (by,) Folgen mit lim,, o0 ay, = 00 und lim,,_;0 by, = —o0. Gilt dann immer
lim,, o0 ‘g—: = —17 (Beweis oder Gegenbeispiel)

* Angabe eines Gegenbeispiels, z.B. a,, = n, b, = —n?

* Berechnung des Grenzwertes, z.B. lim,, Z—Z =0# -1
Berechnung von Grenzwerten (i) (3P)

* Umformung
. 3—Tn?4e . 3/n?—T+e2"/n?
im ———— = lim
n—oo 8n? —n+1 n—oo 8 —1/n+1/n?

. . —2n
* Bemerkung zu Einzelgrenzwerten, u.a. lim;, ;oo < =0

* Ergebnis = —7/8

Berechnung von Grenzwerten (ii) (3P)

* Einzelgrenzwerte limg o Sin(;z) =0, limz_o0 Cosm(x) = 0, da Zihler beschrinkt.

* Umformung (nicht L’Hospital !)

. 2z +sin(—x) 2+ sin(-z)

lim —————* = lim ——%—

z—00 1 + cos(x) w—oo 1 4 cos(x)
x

* Ergebnis = 2



6. Aufgabe 10 Punkte

(a)

(5P) Sei f : R — R eine stetige Funktion mit f27f(:c) dr = 0. Zeigen Sie, dass f eine
Nullstelle im Intervall [0, 10] besitzt.

* Da f stetig ist, ist der Mittelwertsatz der Integralrechnung anwendbar

* Es existiert also ein £ €]2,7]...
. 7
*omit f(&) =1 [, f(x)dz=0-1=0.
* f besitzt demnach eine Nullstelle im Intervall ]2, 7.
* 12, 7[C [0,10] und daher hat f eine Nullstelle im Intervall [0, 10]
(5P) Sei p die Funktion p(z) := 2% — 522 + 3. Zeigen Sie, dass p eine Nullstelle im Intervall
[—1, 1] besitzt.
* Polynom p ist stetig
* Berechnung positiver /negativer Funktionswerte z.B. p(—1) = p(1) = —1, p(0) =3

* Der Zwischenwertsatz ist anwendbar: Es existiert also ein z € [—1,0] oder [0,1] mit
p(z) = 0.
* p besitzt also eine Nullstelle in [—1, 1].



