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Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte
Sei f:] —1,00[— R gegeben durch f(z) = In(2z + 2).

(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom 73 vom Grad 3 fiir f an der Stelle oy = 0.

- Berechnung der Ableitungen bis Ordnung 3

@)= P00 = e

- Taylorpolynom

Ts(z) = f(0) + f'(0)x + %f”(O)ZBQ + éf’”(o)x?’ =In(2) +x — %xQ + %l’3.

(b) Stellen Sie das dazugehorige Restglied Rs auf.

- Berechnung der 4. Ableitung

—6
@ (2) =
@) (x+1)*
- R3(z) = if(@(ﬁ)gv4 mit einem ...
- ... £€0,z] oder & € [z,0].
(c) Fiir welche z > 0 gilt |T3(z) — f(2)] < 155 ?
-Ry3=f-T;
x4 Z‘4
- Also [T(a) — ()] < gl = | - beZie| < 1 = Eor < .
- ¢ liegt zwischen 0 und x > 0. Daher gilt < Lz} =

&+t = (0+1)
- |T3(z) — f(2)] < 135 gilt also zumindest fiir alle z < /1/25 = /1/5.

(a)-(b) zusammen 6 Punkte
(c) 4 Punkte



2. Aufgabe 11 Punkte

(a) Berechnen Sie fOWQ cos(y/z) dx.

2

/ cos(v/r) dz Substitution y = /z,dx = 2y dy
0

:/ cos(y)2y dy

0

:2ysin(y)‘;r —/ 2sin(y) dy
0

—0—4

(b) Berechnen Sie [ 2=1 dx.

x2—x

2z—1 _ A B
T + z—1

- Ansatz Partialbruchzerlegung 25—

- Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1.
22 — 1
/ P dx
1 1
= / —dzr + /
x z—1

=ln|z|+Inlz—-1]+¢c

dz

=In|2® — x|+ ¢

(geht auch ohne Partialbruchzerlegung direkt, wenn man die Form % erkennt)

¢) Berechnen Sie [ 51z dx.
1 2z

oo
1
/ 55 dx uneigentliches Integral
1 2z

b1
= lim — dx
b—o00 1 2333

1 b
= lim ([ —= *2’
bi>IEo< 1" 1>
1 1
= i Bt S
#&( 1’ +4)

=1/4

(a) 4 Punkte
(b) 4 Punkte
(c) 3 Punkte



3. Aufgabe 10 Punkte
Sei g : R — R die 2-periodische Funktion mit

glx)y=1—|z—-1], z €0,2[.

(a) Skizzieren Sie die Funktion ¢ im Intervall [—1, 3].

NN

(b) Ist die Funktion g gerade, ungerade oder weder noch? Begriinden Sie Thre Antwort.

- Funktion ist gerade
- g lisst sich auch beschreiben durch g(x) = |z|, = € [-1,1].
Betragsfunktion ist gerade.

(c) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten von g.

- Ansatz ®(z) = @ + > _)_; aj cos(kwz) + by sin(kwz)
- Erkennen, dass T = 2, Berechnung w = 2% =7
- Da g gerade ist, gilt by, = 0 fiir alle k

- Berechnung ag:

9 [T 2 1 1
ao:/ g(:p)dxz/g(:r:)dsz/ 1—|1:—1|dx:2/:rd:n:1.
T Jo 0 0 0

Berechnung ag, k > 1
9 [T
ay = / g(z) cos(kwzx) dx
T Jo
2

_ / g(x) cos(kmz) da

0

1
= 2/ x cos(kmx) dx
0

1 |
= 2% sin(kﬂ'x)‘o - 2/0 T sin(krz) dx (partielle Int)

1
= 0 + 2@((308(’?7?) — 1)
B { 4 falls k ungerade

T k252>

0, falls k gerade.

(a) 1 Punkte
(b) 2 Punkte
(c) 7 Punkte



Verstiandnisteil

4. Aufgabe 9 Punkte

(a) Fiir welche reellen Zahlen z gilt |22 — 1| > 17

- Fall 1: 22 —1 > 0. In dem Fall ist die Gleichung #quivalent zu 2> > 2. Somit ergibt sich
als Losungsmenge Ly =] — oo, —v/2] U [v/2, oc.

- Fall 2: 22 — 1 < 0. In dem Fall ist die Gleichung dquivalent zu —r241> 1, also 22 <0.
Ly = {0}.
Gesamtlosungsmenge L =] — oo, —v/2] U {0} U [v/2, o0]

(b) Berechnen Sie alle reellen Losungen x der Gleichung: cosh(z) + sinh(z) = e2.

cosh(z) + sinh(z) = €
et +er ¥ —e 7 9

5 T3 ¢

— % =¢?
<— x=2.

(c) Geben Sie die komplexe Zahl z = /2¢"/4 — 2 in kartesischen und Polarkoordinaten an.
- Umwandlung in kartesische Koord: v/2¢™/4 = \/2(cos 7/4 + isinm/4) = 1 +i.
Ergebnis z=14+¢—2=—-1+1
- Umwandlung in Polarkoordinaten: z = re? mit

Betrag r = \/(—1)2 + 12 = /2

Winkel ¢ = 7 + arctan (—1)
(d) Berechnen Sie alle komplexen Zahlen z, fir die gilt: Im(2 4 z 4+ 4i) =4 — i + z.

- Ansatz z=a+bi, a,b e R

Im2+a+bi+4i)=4—i+a+bi
— 4+b=4+a+i(b—-1)

- Aufteilung Real- und Imaginérteil ergibt die beiden Gleichungen 4 +b = 4 4+ a und
0 =b — 1. Somit ergibt sich a =b =1, also L = {1 + i}.

a) 2 Punkte
b) 2 Punkte
) 3 Punkte

(
(
(c

(d) 2 Punkte



11 Punkte

5. Aufgabe

(a) Berechnen Sie folgende Grenzwerte:
. .z . . atn? e ? . L4 (=)
(i) $11_>H010 22 (ii) nh_}ngo o S NSTRER a,b>0, (iii) nll_}n;o —

(i) Ableitung (2%) = (@) = In(2)e* () = In(2)2%.

. xr 2z : 2
lim — = lim = lim ——— =0.
g—00 2¢  z—00 In(2)2%  2—oc In?(2)2°

(ii) - Umformung
a2n?4e 2 g2 e2n?

I = lim L T¢ /M
oo an? 4+ bn + 2 P a+b/n+2/n?

. . —n/2
- Bemerkung zu Einzelgrenzwerten, w.a. limy, ;oo <5~ =0

- Ergebnis =a
(iii) - Zahler ist beschrankt: |1 + (—i)"| < 2.
- Nenner wéchst unbeschrinkt und daher Ergebnis = 0.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie mit einem Gegenbeispiel folgende Aussage:
Der Quotient zweier Nullfolgen ist wieder eine Nullfolge.

- Falsch.
- Gegenbeispiel: a,, = 1/n,b, = 1/n%. Dann gilt

. Qp, .
lim — = lim n =00 # 0.
n—oo b, n—oo

(a) 44342 Punkte
(b) 2 Punkte



6. Aufgabe 11 Punkte

a) Beweisen Sie, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 die Ungleichung n! < n™ gilt.
(a) g g g

Induktionsanfang: (n = 1) 1 < 1! stimmt.

Induktionsvoraussetzung: Es gilt n! < n™ fiir ein beliebiges aber festes n > 1.

Induktionsbehauptung: (n 4 1)! < (n + 1)*+D

Induktionsschritt: (n41)! = (n+1)-n! < (n+1)-n" < (n+1)-(n+1)* = (n4 1)+,
v

(b) Gesucht ist ein reelles Polynom p vom Grad 4 mit den Eigenschaften:
- p hat Nullstellen bei g = ¢ und z1 = 2,
- p besitzt eine doppelte Nullstelle.

Existiert solch ein Polynom? Geben Sie ein Beispiel an oder begriinden Sie warum es
nicht existieren kann.
- p ist reell also ist neben ¢ auch —i eine Nullstelle.

1, —i konnen keine doppelten Nullstellen sein, da es sonst 5 Nullstellen gibt. Somit ist
2 eine doppelte Nullstelle.

- Beispiel p(z) = (v —i)(x +i)(x — 2)? = (22 + 1) (2 — 2)? = 2% — 423 + 52% — 4o + 4.
(auch ok: Angabe eines Beispiels MIT Nachweis, dass alle Eigenschaften erfiiellt)

(a) 6 Punkte
(b) 5 Punkte



