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Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte
Die Funktion f: D — R sei gegeben durch f(z) = In(z)/22.

a)
b)

c)

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D C R und die Nullstellen von f.
Berechnen Sie die Grenzwerte lim,_,~ f(z) und lim,_q f(z).

Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen von f. Gibt es ein globales Maximum? Gibt
es ein globales Minimum?

(Hinweis: Fiir die zweite Ableitung gilt: f”(x) < 0 fiir z < €2 und f"(x) > 0 fiir z > €5/2))

Lésung:

a)

[2 Punkte] Es gilt Dy, =]0,00[ und D ,2 = {z € R | 2 # 0}. Der maximale Definiti-
onsbereich ist deshalb D =]0, oo|.
Nullstellen: In(xz) = 0, also = = 1.

[3 Punke| Nach I"'Hospital gilt
: . Inz .1/ )
S = T = oy = Mg =0
und wegen lim,\ olnz = —oo und lim,\ o m% = oo gilt
lim f(z) = I Inz
am0? W T 2 T

[5 Punkte]
f@)=lnz-27%= f(z) = %372 —2(lnz-z73) =231 —2Inx)
f ist differenzierbar auf Dy, daher sind alle Extrema Nullstellen der ersten Ableitung.
fllx) =231 -2lmz)=0&1=2nz <z = /e
Mit Hinweis folgt, dass f bei z = /e ein lokales Maximum hat.

Mit Grenzwerten von Teil b) oder Vorzeichen von f’ folgt, dass dort auch das globale
Maximum ist . Mit Grenzwerten von Teil b) folgt, dass es kein globales Minimum gibt



2. Aufgabe 11 Punkte
Berechnen Sie, soweit moglich, folgende Integrale:

2 _2p)e T dx 1#3: c 7rcos sin 2
a)/(a: 2w)e=" d b)/o( it )/( £+ 2)(sint + 2¢)2 dt.

1—=x —T

Lésung:
a) [4 Punkte]
/(ac2 —2z)e T dr = —e (2% — 2z) + /(2:1: —2)e "dx
= —e (2% - 22) + (—e (22 — 2)) + /26_93 dx
= %22 -2)—2%+¢, ceR
=—e%2%+¢, ceR
b) [3 Punkte]
1 1 a 4 11a 3
/ ——dr=1im [ (1—-2) 3dr=Ilim {3(1—&0)75} =lim ——— -3=00
0 (1 _ :L.)g a—1 Jq a—1 0 a—1 (1 _ a)g

Das Integral existiert also nicht.

c¢) [4 Punkte] Mit der Substitution x(t) := sin(t) + 2z  ergibt sich dz/dt = cos(t) + 2 und
damit

/7r (cos(t) + 2)(sin(t) + 2)2 dt = /w(ﬂ) 22 dr = /27r 22 dx

-7 z(—m —27
_ 231" _ 2373 2373 _ 24 3
13, 3 3 3



3. Aufgabe 9 Punkte
a) Berechnen Sie alle reellen Losungen z der Gleichung: gin(e*) — /28 . 4z,

b) Sei z die komplexe Zahl z = H% Geben Sie z in der Form z = a + bi und z = re*# an.

c) Berechnen Sie alle reellen Losungen x der Gleichung: sin®(z) = — cos?(z) sin(z).

Lésung:
(a) [3 Punkte]
]in(e*) _ /98 4z

o 8% —2345
o 20— 0%
& 18xr =842z
& r=1/2
(b) [3 Punkte] z= zJ%l = -5 alsoa=1/2,b=-1/2.

Polarform: 7 = 1/v/2,p = —7/4.

(c) [3 Punkte]

0 = sin®(z) + cos?(z) sin(z)
& sin(z)[sin®(x) 4 cos®(z)] = sin(z) =0
& rz=kr kel

(alternativ mit Fallunterscheidung)



Verstiandnisteil

4. Aufgabe 13 Punkte
a) Geben sie den Ansatz fiir die reelle sowie die komplexe Partialbruchzerlegung von
() 2+ 4
xr) =
P = @ =)@+ 122+ 1)
an. (Die Koeffizienten miissen also nicht berechnet werden)
b) Uberpriifen Sie die folgende Funktion anhand der Definition auf Stetigkeit und Diffe-
renzierbarkeit im Punkt zg = 1:

—(z—-1)2, =z
ﬂm={ o e

r—1, z>1

c) Es sei (ay) eine Nullfolge und (b,,) eine divergente Folge mit 1 < b,, <5 fiir alle n € N.
Bestimmen Sie den Grenzwert

. n+a,+b,
lim ———.
n—00 2n
Lésung:
a) [4 Punkte] Die Nullstellen des Nenners sind z1 = 3, zo = 23 = —1, x4 = i und z5 = —i.
Der komplexe Ansatz lautet damit
A B C D E

x—3+x+1+($+1)2+m—i+x+i'

Der relle Ansatz ist entsprechend

A n B n C +Daz+E
r—3 z+1 (z+1)2 2241

richtige Behandlung der Nullstelle (x — 3)
richtige Behandlung der doppelten Nullstelle (z + 1)
reelle/komplexe Version von (2% + 1)

b) [5 Punkte] Es gilt: lim, » f(z) = lim, ~ —(z — 1) = 0 = f(1), also ist f stetig.
Nach Definition gilt f/(1) := limy_,; L2=/W  Es ist

z—1

limM:hm_(I_—M:hm—(x—l):O
z 1 rz—1 z 1 rz—1 x 1
und
LS - F) e

1 =
z\(1 z—1 aN\1x—1
f ist also stetig, aber nicht differenzierbar im Punkt x¢ = 1.

c) [4 Punkte] Da a,, eine Nullfolge ist, ist auch a,, - 5~ eine Nullfolge.

Aus 1 < b, <5 folgt: % < g—z < % VvV n > 1. (Also ist g—z auch Nullfolge. Begriindung
notwendig!)

Insgesamt ergibt sich



5. Aufgabe

7 Punkte
a) Zeigen Sie:

1/10 < In(100) — 1n(90) <1/9
b) Es sei f : R — R eine stetige Funktion mit f2 ) dx = 6. Zeigen Sie, dass es eine

Stelle im Intervall [2,4] gibt, an der f den Wert y = 3 annimmt.
(Hinweis: Verwenden Sie geeignete Mittelwertsétze.)

Lésung:
a) [4 Punkte] Wir wenden den Mittelwertsatz auf f(z) = Inz an:
£(100) — f(90)
T100-90 1
100 o0 — /() €€ [90,100]
N 1n(100)18 111(90) 1 £ < 00,100

>—*m\

& In(100) — In(90) = ?’ ¢ € [90, 100]

Mit ¢ € [90,100] = § < 1§0 < 4 folgt die Behauptung.

b) [3 Punkte| Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert: Es existiert ein £ € [2, 4] mit

fQ/:f(:c) da

Schlussfolgerung f(&) = g = 3.



6. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) = xe®.
a) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen von f.
b) Zeigen Sie mit vollstiandiger Induktion, dass fiir die n-te Ableitung (n > 1) von f gilt:
f™(z) = (z+n) e
c¢) Benutzen Sie Teilaufgabe b), um zu zeigen, dass fiir das Restglied des n-ten Taylorpo-
lynoms mit Entwicklungspunkt zo = 0 fiir —1 < = < 0 die Abschiitzung |R,(z)| <
gilt.

Losung:

a) [1 Punkt] f'(z) = e* 4+ ze® = (z + 1)e”, ['(x) ="+ (x4 1)e” = (x + 2)e”.

b) [5 Punkte] Induktionsanfang (n =1): f'(z) = e + ze® = (z + 1)e®
IV: f(")(z) = (x +n) - € fiir festes n, IB: fOHD(z) = (z + (n+1))-e®

Induktionsschluss n — n + 1:

D @) = (1) (@) = (G +0) - e
e+ (x+n)e” =(x+(n+1)e"

c¢) [4 Punkte| Das Restglied des n-ten Taylorpolynoms hat die Darstellung R, (x) = ! ((::i)('g) g+,

Wegen b) gilt auf dem Intervall [—1, 0]

f(n+1)(§)m(n+1) _ ’ €+ (n+1))- €£x(n+1)
(n+1)! (n+1)! ’
(E+(n+1))- et (E+(n+1)) (n+1) 1
g‘ nt D) '(n+U!’§(n+D' ol

Abschétzung x:  und Abschitzung £ € [z, 0]



