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Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte
Die Funktion f :]3,7] — R sei gegeben durch f(z) = -

= z-3°
a) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f.

b) Untersuchen Sie die Funktion f auf globale Extrema. Bestimmen Sie ggf. die Extrem-
stellen.

c¢) Stellen Sie zu f das Taylorpolynom 2. Ordnung mit Entwicklungsstelle x¢ = 4 auf.

Lésung:
a) Monotonieverhalten:

e’(x —3) —e*  e"(x—4)

f@ = =G~ @

Da €%, (z — 3)3 > 0 im Def.bereich: f/(z) > 0 fiir z > 4 und f'(z) <0 fir z <4 . Also
fallt f auf |3,4[ und steigt auf |4, 7]

b) Wg. a) gibt es ein (globales) Minimum und x = 4 ist globale Minimalstelle . Um ggf.
eine Maximalstelle zu finden, untersuchen wir den Rand: f(7) = % und

T

lim f(z)= lim =00

z—3,2>3 z—3x>3 1 — 3

Denn x = 3 ist Nullstelle des Nenners und der Zihler ist 3 € R also endlich. (Untersucht
man zuerst den linken Rand, braucht der rechte nicht mehr betrachtet zu werden.) Ein
Maximum existiert also nicht.

c¢) Taylorpolynom aufstellen mit Entwicklungsstelle g = 4. Dazu bendtigen wir die 2.
Ableitung in x =4

Py = (o) e (k)

_ x—4 +ez(w—3)2—(x—4)-2-(x—3)
(z —3)? (x —3)*
——
=0 fiir z=4 :%:1 fiir x=4

mit f”(4) = e*
Alternativ zuerst mit Quotientenregel

" 6$(x — 4) ' _ (em(x - 4))/(33 - 3)2 - ea:(x - 4) ((33 - 3)2)/
f (.%') ( (x N 3)2 > - ((.%' B 3)2)2
_ (e®(z —4) + %) (x — 3)? — e*(x — 4)2(x — 3)
(z—3)*
) = (64-0+64)1124—64~0'2-1_64
Damit
To(z) = f4)+f(4)(z—4)+ *’N;(!A‘)(x — 42 =t 0+ %e‘*(x — 4)?

= ¢ (1 + %(x - 4)2>



2. Aufgabe 11 Punkte

a) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung 22 = 1 + iv/3. Die Losungen
diirfen in Polarkoordinaten angegeben werden.

b) Berechnen Sie alle reellen Losungen x der Gleichung: |z — 2| = 3.

c) Berechnen Sie alle reellen Losungen x € [0, 2] der Gleichung: sin(2x) = cos(x).

Lésung:

a) [4 Punkte] 14 iv/3 mit Polarkoordinaten darstellen: Betrag r = /1 + 3 = 2 und Winkel
¢ = arctan(v/3) =% . Ansatz z = /26l (v/3+2k) ergibt

20 = Y2eim/9 2 = \iyiei%(ﬂ'/?ﬂr%r) — Y2e1Tm/9 29 = f’/iei%(”/?’*‘“) — ¥9ei137/9
b) [3 Punkte] 1. Fall x > 2: |z —2| =2 — 2

r—2=3x —2=2x —1==x

Wg. x = —1 < 2 ist die Lésungsmenge fiir diesen Fall leer: L1 = ()
22Fallz <2 |z —2|=2—-=x

2—x=3x 2=4x —=ux

Also L, = {3} =L

c¢) [4 Punkte] Additionstheorem anwenden: 2sinx cosz = cosxz . Gleichung wird geldst

durch cosx = 0, also x = § oder z = 37” . Bleibt 2sinx = 1, also x = arcsin (%) =3
oderz =7 — & = %’r

Insgesamt L = {%, T 37“, ‘%}



3. Aufgabe 9 Punkte

Sei f : R — R eine 4-periodische, gerade Funktion. Auf [0, 2] ist f gegeben durch f(¢) =2 —¢.
Skizzieren Sie die Funktion f auf [-2,2] und bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten von f.

Lésung:

Skizze: f(t) =2 —t auf [0,2] , korrekte Fortsetzung auf [—2,0].
Da f gerade ist, sind alle Sinus-Koeflizienten by = 0.

Esist T =4 und w= 2% = Z.
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Verstindnisteil

4. Aufgabe 8 Punkte
a) Zeigen Sie mit vollsténdiger Induktion, dass fiir alle n € N, n > 1 gilt

1 n

—h(k+1) n+l

-

b) Geben Sie Folgen (an)neny und (b, )peny an mit lim a, = lim b, = oo, fiir die gilt:

n—oo n—oo
i) lim (n —a,) = oo,
n—oo

ii) lim (n—by) = 3.

n—oo

Lésung: a) [5 Punkte] Induktlonsanfang fiir n = 1.

1 1
LS. Zk F1) 1.2 2

n 1 1
R.S. =
n—l—l 1+1 2

Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung (I.V.): Die Aussage gilt fiir ein beliebiges aber
festes n € N.

Induktionsbehauptung (I.Beh.): Die Aussage gilt auch fiir das auf n folgende n + 1:

1
L. I.Beh. =
5 der LBe ZkkJrl ;kkﬂ (n+ 1)(n+2)
v, _n 1 n(n + 2) n 1
on+1 (n+1)(n+2) n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
o on?+2n+1 (n+41)?
(n+Dn+2) (n+1)(n+2)
"+l _ RS. der LBeh
n+2

b) [3 Punkte] a,, = D erfitllt lim an = oo und lim (n - E) SN
2 n—00 n—o00

bp =n—3 erfillt lim b, =oco und lim (n—(n—3)) = lim 3 =



5. Aufgabe 12 Punkte
a) Bestimmen Sie / ﬁ dx und berechnen Sie, wenn moglich, / JW dx.
b) Gegeben sind die Funktionen f,g: R — R mit

f(0)=1, fl(@) = —g(z), 9(2z) = 2f(x)g(z).

Zeigen Sie mit dem Konstanzkriterium, dass gilt: 2f?(x) — f(27) = 1.

Lésung:

a) [4+3=7 Punkte] Substitution ¢ = e® mit dt = e*dz  ergibt

X
1
/ ﬁ dz = / m dt = arctan(t) + ¢ = arctan(e®) + ¢

Damit
[e.9] el’ z e$ z
/ ———5;dr = lim ——— dr = lim arctan(e”)
0 14+ e4® z—00 J 1_|_(em) Z—00 0
lim arctan(e®) — arctan(e®) = =
Z— 00 N— — 4
%/_/ _ _m
=lim; oo arctan(z)=7 =arctan(1)=1

b) [5 Punkte] Ableiten, Ansatz fiirs Konstanzkriterium

(2f2(x) — f(22))' 2. 2f(x)f'(z) — 2f'(22)
—— N—_——



6. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit den Parametern a,b € R als

) sin(az) ;x>0
f@){@—1P+b,x§&

a) Fiir welche Parameter a,b € R ist f stetig in x = 07

b) Fiir welche Parameter a,b € R ist f differenzierbar in = 0?7 Benutzen Sie die Definition
der Differenzierbarkeit.

c¢) Fiir welche Parameter a € R existiert limg oo f(2)?

Lésung:

a) [2 Punkte] Stetigkeit: l%m f(z) = lim sin(az) =0 und f(0) = 1+ b ergibt

z—0,2>0 z—0,2>0

Stetigkeit fiir b= —1 und alle @ € R.

b) [5 Punkte] Differenzierbarkeit: b = —1 wird iibernommen, da Stetigkeit Voraussetzung
fiir Differenzierbarkeit ist. Ansatz mit einseitigen Differenzenquotienten , f(0) =
(-1)?=1=0:

lim (x) — f(0) _ lim sin(az) — 0 ~ lim sin(ax)
z—0,2>0 xz—0 z—0,2>0 X z—0,2>0 T
EL [P s cos(az) =acos(0) =a
z—0,2>0 1
_ 12 1 _ 2
lim 7“ )= /(0) = lim (z-1) 1=0 S T 2
r—0,x<0 x—0 z—0,2<0 xT x—0,2<0 €T
= lim z—2=-2
z—0,2<0
Also a = —2.
c¢) [3 Punkte] Fir a = 0 ist f(x) = 0 fiir x > 0, also existiert auch der Grenzwert

lim, o0 f(x) =0. Fiir a # 0 existiert der Grenzwert nicht.
Begriindung: Fiir die Folge z, = 1%5 mit limy o vx = 00 ist sin(azy) = sin(kf) =
(1,—1,1,—1,...) = (=1)**! cine alternierende Folge und nicht konvergent.



