Technische Universitat Berlin
Fakultét IT — Institut fiir Mathematik WS 13/14

Doz.: Hémberg, Kreusler, Penn-Karras, Phillip 17. Feb 2014
Ass.: Guillemard, Meiner

Februar — Klausur
Analysis I fiir Ingenieure

Name: ..o VOIMAINE: ettt

Matr.—Nr.: oo Studiengang: ...

Neben einem handbeschriebenen A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren Hilfsmittel zugelassen. Die
Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blédttern abzugeben. Fiir jede Aufgabe bitte ein neues Blatt
verwenden. Auf jedes Blatt bitte Name und Matrikelnummer schreiben. Mit Bleistift oder Rotstift ge-
schriebene Klausuren kénnen nicht gewertet werden. Bitte geben Sie im Zweifelsfalle auch IThre Schmier-
zettel ab und markieren Sie diese entsprechend.

Geben Sie im Rechenteil immer den vollstindigen Rechenweg und im Verstindnisteil, wenn nichts
anderes gesagt ist, immer eine kurze, aber vollstindige Begriindung an. Insbesondere soll im-
mer klar werden, welche Sitze oder Theoreme verwendet wurden! Ohne Begriindung bzw.
Rechenweg gibt es keine Punkte!

Die Bearbeitungszeit betridgt 90 Minuten.

Die Gesamtklausur ist mit 30 Punkten bestanden, wobei in jedem der beiden Teile der Klausur mindestens
10 Punkte erreicht werden miissen.

Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben sei die Funktion f mit

f(z) =2v2— 22

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D von f.
b) Auf welchen Teilintervallen von D ist die Funktion f monoton steigend bzw. fallend?

¢) Ermitteln Sie alle globalen Minima und Maxima von f: D — R.

Lésung:

a) [2 Punkte] Es muss 2 — 22 > 0 gelten und somit 22 < 2. Somit ist der maximale Definitionsbereich
D =[-V2,V2].

b) [5 Punkte] Fiir die Ableitung von f gilt

1 (—22) 2 -2 —z2 2222
—_— | — L) = = .
2v/2 — 22 V2 — 2?2 V2 — 2?2
Fir z € D gilt f'(z) > 0 genau dann, wenn 2 — 222 > 0, also wenn 22 < 1. Somit ist f monoton
steigend auf dem Intervall [—1,1].

ff(x)=V2—2?+=x

Fir z € D gilt f'(z) < 0 genau dann, wenn 2 — 222 < 0, also wenn 22 > 1. Somit ist f monoton
fallend auf den Intervallen [—v/2, —1] und [1, v/2].

¢) [3 Punkte] Da f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [—+/2, /2] und differenzierbar im Innern des
Intervalls ist, sind die Kandidaten fiir globale Extremwerte die Randpunkte z = —/2 und z = v/2
sowie die Nullstellen der Ableitung f':

f(r)=0&z=+1.

Um die globalen Extrema zu identifizieren, miissen wir die verschiedenen Werte von f an diesen
Stellen bestimmen:

J=V2)=0=J(V2), f)=vI=1, f(-1)=-VI=-L

Somit ist z = 1 die (einzige) globale Maximalstelle und = = —1 die (einzige) globale Minimalstelle

und damit
minf=f(1)=1 und maxf=f(-1)=-1.

[Alternativ:] Es konnen auch zunéchst die lokalen Extrema bestimmt werden. Mogliche Kandidaten
sind die Nullstellen der Ableitung, also # = +1. Da f monoton fallend ist, wenn z € [—v/2, —1]U[1, /2],
und monoton steigend, wenn z € [—1,1], liegt bei 1 ein lokales Maximum und bei —1 ein lokales
Minimum vor. Der Vergleich mit den Werten am Rand gibt das oben angegebene Ergebnis.

[Alternativ:] Es kénnen auch zunéchst die lokalen Extrema bestimmt werden. Mogliche Kandidaten
sind die Nullstellen der Ableitung, also x = +1. Eingesetzt in die zweite Ableitung

g (FAV2—a? - (2-20%) 5 m—(20) 23 e
@) = 2— a2 V2 —2(2 - 22)

erhélt man

f"1)=—-4<0 und f"(-1)=4>0.

Also liegt bei 1 ein lokales Maximum und bei —1 ein lokales Minimum vor. Der Vergleich mit den
Werten am Rand gibt das oben angegebene Ergebnis.



2. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie folgende Integrale
2z + 2
—d
2) / 22"
2
b) / z? cos(z?) dx
0
c) / (2 —z)coszdx
0
Lésung:

a) [4 Punkte] Wir bestimmen das Integral mit Hilfe der Partialbruchzerlegung:
Diese ergibt

2x 4+ 2 1 1
— 43
72— 27 1:+ T —2
und somit
2x + 2 1 3 1 1
dz = (—f )d - —/fd / d
/x2—2x * / x+x—2 o T ©+3 c—2"
= —In|z|+3n|z—-2|+c
mit ¢ € R.

b) [3 Punkte] Wir substituieren ¢ := 23. Dann gilt % = (2°)’ = 322 und damit 2dz = dt.
Es folgt

/02 2% cos(z®) do = ;/08 cos(t) dt
— [3 sin(t)} = 3 sin(8).

¢) [3 Punkte| Bei der Anwendung der Partiellen Integration leitet man den polynomiellen Faktor ab und
den trigonometrischen auf (d.h. man bildet eine Stammfunktion).

Mit f(x) =2 — x und ¢'(z) = cos(z) folgt f/(z) = —z und g(z) = sin(z) und somit

/W(Q—m)cosxdx =

0

= [(2—:c)sinx]g — [cosx]
(

0
2—m)sinT — (2 —0)sin0 — cosm + cos 0

0-0—(-1)+1=2.



3. Aufgabe 10 Punkte

a) Gegeben sei die komplexe Zahl z = 3i + 3. Berechnen Sie fiir z die Darstellung in Polarkoordinaten.

b) Gegeben seien die komplexen Zahlen z; = 4 — 2i und 2o = 3v/2¢*™/4. Berechnen Sie die Differenz
21 — 29 und das Produkt z729 in kartesischen Koordinaten.

c) Geben Sie die Losung der folgenden Gleichung in kartesischen Koordinaten fiir z € C an.

(V3 —i)z =2+ 2V3i.
Lésung:

a) [3 Punkte] Fiir z = a + ib ist die Polarkoordinatendarstellung z = re® mit 7> = a? + b und
tan(¢) = y/x zu bestimmen.

Fiir z = 3i + 3 folgt also r = v/32 + 32 = /18 = 3v/2 und ¢ = arctan(3/3) = arctan(1) = 7/4
[alternativ kann der Winkel auch aus einer aussagekriftigen Skizze bestimmt werden]. Damit folgt
z = 3v/2e'/4,

b) [4 Punkte] Wie in Aufgabenteil a) bestimmt wurde, ist zp = 3v/2¢"™/4 = 3 + 3i. Damit folgt:
s — 2 =A4-2—(3+3i)=4-3-2—3i=1—5;

und
2122:(4—2i)(3+3i):12+12i—6i—6i2=12+6+6i:18+6i.

c¢) [3 Punkte] Aus der Gleichung folgt unmittelbar

24+ 2v/3i

V3—i

24+2v3i V3+i

V3—i 3+i

2V/3 4 6i 4+ 2i —2/3
3+1

8i

4
= 2i.



Verstandnisteil

4. Aufgabe 9 Punkte

a) Bestimmen Sie a € R so, dass die Funktion f: R — R mit

fa) % falls © >
€Tr) =
ar falls z <

INERNIE

stetig ist.

b) Ist f fir a =5 in 2 = 7 differenzierbar?
Lésung:

a) [7 Punkte] Die Teilfunktion %ﬁ? ist fiir > 7 und die Teilfunktion ax fiir < 7 stetig. Damit ist
f stetig auf R\{n/2}.
Es bleibt nur die Stetigkeit in der Ubergangsstelle 2 = 5 zu priifen. Damit f in x = 7 stetig ist, muss
gelten

lim f(z)= lim _ f(x) = f(7/2).

=5, 2<% =5, 2>%
Es ist
cos(x) L'H § sin(x 1
lim f(x) = lim (z) Ui § lim - (z) =—=,
I, 2<% z—=Z, o<t 20 — T =%, 2<% 2 2
0 am
G - %
am
lim  f(z) = lim  azx=—.
=5, c>% =5, c>%5 2
Fiir Stetigkeit in x = 7/2 muss somit 4 = —% gelten und damit a = —%.
b) [2 Punkte] Nach Aufgabenteil a) ist f nur dann in z = 7§ stetig ist, wenn a = —2 ist. Fiir a = 5 ist
f also in x = 7 nicht stetig. Da Stetigkeit eine notwendige Voraussetzung fiir Differenzierbarkeit ist,

kann demnach f nicht differenzierbar sein fiir a = 5.

[Es ist alternativ auch eine Argumentation iiber die Definition der Differenzierbarkeit mittels Diffe-
renzenquotienten moglich.]



5. Aufgabe 7 Punkte

Gegeben sei die Funktion f: [0, 5] — R, f(x) = zsin(z).

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir die Funktion f, dass es ein £ €]0, 5[ gibt mit

sin(€) + & cos(§) = 1.
Begriinden Sie zun#chst, warum der Mittelwertsatz anwendbar ist.

b) Zeigen Sie, dass es ein gE [0, 5] gibt mit f(g) =1.
Lésung:

a) [4 Punkte] Die Funktion f ist auf ganz R differenzierbar (und somit auch stetig). Deshalb kann der
Mittelwertsatz fiir f auf dem Intervall [0, 7/2] angewandt werden.

Es ist f/(z) = sin(x) + x cos(x). Nach dem Mittelwertsatz (der Differentialrechnung) existiert ein
£ €]0, [, so dass
, f(m/2) - f(0) _ /2
=7 7/ ‘2’7 —-_1 =1
1) w/2—0 /2 ’
also

sin(&) + € cos(§) = 1.

b) [3 Punkte] Die Funktion f ist stetig auf [0,F]. Da f(0) = 0 < 1 < § = f(%), gibt es nach dem

o~

Zwischenwertsatz ein € € [0, Zlmit f(&) = 1.



6. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei eine Funktion f: R — R mit den Eigenschaften

f(x) = f(z)cos(z) +x — 1,
f(0)=1.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Grades von f mit der Entwicklungsstelle 29 = 0.

b) Hat f in x = 0 eine lokale Extremstelle? Wenn ja, was fiir eine Extremstelle?

Lésung:

a) [6 Punkte] Um das Taylorpolynom 2. Grades zu bestimmen, benotigen wir neben dem gegebenen
Funktionswert f(0) = 1 zusétzlich die erste und die zweite Ableitung von f im Punkt zg = 0. Es gilt:

f'(@) = f(z)cos(z) +2—1, f(0O)=1 = [f(0)=0
" (x) = —f(x)sin(z) + f'(z)cos(z) +1 = f"(0)=1.

Damit lautet das Taylorpolynom 2. Grades mit Entwicklungsstelle zg = 0
/ " (.’L‘ — :L‘0)2
To() = JO)+O) — o)+ (0) 5

2

X
= 14 =.
3

b) [2 Punkte] Da f/(0) =0 und f"(0) = 1 > 0, hat die Funktion f in 2 = 0 ein lokales Minimum.



7. Aufgabe 6 Punkte

Gegeben sei die Folge (ay,)neny mit a, = %, n € N. Geben Sie reelle Folgen (by,)nen, (¢n)nen, (dn)nen an,
so dass

a) lim apb, = o0
n—oo

b) lim anc, =5,
n—oo

c¢) die Folge (and,)nen divergent, aber nicht bestimmt divergent ist.
Lésung: Mogliche Beispiele sind:

a) Mit b, = n? folgt

. 1 .
lim a,b, = lim —-n?= lim n= 0,
n—oo n—oo n n—o00

wie aus der Vorlesung bekannt ist.

b) Mit ¢, = bn folgt

1
lim apc, = lim —-5n = lim 5=5.
n—o00 n—oo n n—oo

c) Mit d,, = (—1)"n folgt

andn =

Bei nicht aus der Vorlesung bekannten Folgen ist eine Begriindung zur Konvergenz beziehungsweise
Divergenz anzugeben.



