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Korrektur




1. Aufgabe (12 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

(a)

1 2 1
‘R—R ——at — S 4 22?4 2n
h - R, x~ 4:U 3JJ+21‘+1‘
Bestimmen Sie die Stellen aller lokalen und globalen Minima und Maxima der Funk-

tion h.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion h auf dem Intervall [1, 2] eine reelle Nullstelle besitzt.
Losung:
(a) [9 Punkte]
Wir bemerken, dass
s M) = 1 ) = oo
Also besitzt h kein globales Minimum. Die ersten beiden Ableitungen von h sind
B(z) = —2% —22% + 2 + 2, B (z) = —3x? — 4z + 1.
Eine Nullstelle von A’ ist #7 = 1 (oder xo = —1 oder x3 = —2). Die jeweiligen
Polynomdivisionen sind gegeben durch
(—2* 4202+ —2): (x—1) = —2® — 3z — 2,
(24202 +x—2): (z+1)=—2*—2+2,
(—2* 4202 +2—2): (x+2) = -2+ 1.
Insgesamt erhélt man die drei Nullstellen
=1, x9=-1, x3=—-2.
Somit bekommen wir
h'(1)=-6<0, h'(-1)=2>0, h'(-2)=-3<0.
Die zweite Ungleichung zeigt, dass h im Punkt x9 = —1 ein lokales Minimum hat.
Weiterhin ist
1 2 1 1 2 1 19
h()=—=- =2 (1P +=-1)?*+2 1=—- -4 _4+2=—"
()=-7 =2 (5 ()2 + 1matgt2=1 >0,
1 2 1 16 2
R(—=2) = —=(=2)* = Z(=2) + =(-2)?+2-(-2) = 4+ —+2-4=-2<0.
(-2) = =7 (-2 = S(2P+ S (-DP 42 (D) = 4+ 2+ -
Somit hat A in 1 = 1 ein globales Maximum und in x5 = —2 ein lokales Maximum.
(b) [3 Punkte]
Es ist
19
h(l)=—>0
1)=1>0
1 2 1 16 10
h(2)=—->-21-2.234-.2242.2= 4 — 4+244=-""<0.
(2)=—3 352 5 t2+ 3 <
Da h eine stetige Funktion ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von
¢ €]1,2[ mit h(§) = 0.
2. Aufgabe (10 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:



(a) / ﬁd:ﬁ, (b) / Mmdx, (©) /wasin(:r)dx.

Hinweis: Verwenden Sie bei (b) die Substitution t := /1 + z. Bei Teil (¢) muss partielle
Integration verwendet werden.

Losung:

(a) [4 Punkte]
Wir bestimmen das Integral mit Hilfe der Partialbruchzerlegung. Der Ansatz lautet

1 1 A B

216 (z-4)(@td) -4 254

Die Zuhaltemethode liefert A = % und B = —%. Somit ist

8 1 1
/Md:c:/<$_4$+4>d$:ln|x4|ln]:c+4]+c

mit ¢ € R.
(b) [3 Punkte]

Wir substituieren ¢ := /1 + . Dann gilt dt = ﬁdw und 2+ = t2+1. Es folgt

[ arato= [t = [ p
_ de= | 2 = | =
2+2)V1+x (24 1)t 1+ ¢2

= 2arctan(t) + ¢ = 2arctan (V1 +z) + ¢

mit ¢ € R.
(c) [3 Punkte]

Wir verwenden partielle Integration auf f(x) = x und ¢'(x) = sin(x). Dann ist
f'(x) =1, g(x) = — cos(x) und wir erhalten

/W:csin(:c)dx = [x(—cos(x))]g — /W(— cos(x))dx = — [z cos(x)]) + [sin(x)]§
0 0
= —[mcos(m) — 0 - cos(0)] + sin(7) — sin(0) = .

3. Aufgabe (9 Punkte)

(a) Gegeben ist die komplexe Zahl z; = 3ez’ in Polarkoordinaten. Geben Sie die Dar-
stellung von z; in kartesischen Koordinaten an.

(b) Gegeben ist die komplexe Zahl zo = 1 — i in kartesischen Koordinaten. Geben Sie
die Darstellung von zo in Polarkoordinaten an.

(c) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* = —+v/2 + v/2i. Geben Sie diese in
Polarkoordinaten an.

Loésung;:

(a) [2 Punkte]
Es gilt

[

2z = 32l =3 (cos (

)i ().

7) =3-0=0und y = rsin(p) =

~—~ N

Somit erhalten wir x = rcos(¢) = 3cos
3sin (%) = 3. Also ist

z1 = 3i.



(b) [2 Punkte]
Es ist r = /12 + (—1)2 = v/2 und arctan (@) = 1. Da 23 im 4. Quadranten liegt,
erhalten wir « = —7. Die Darstellung von 2o in Polarkoordinaten lautet also
29 = \/ie*%i =2 (cos (—%) + 7sin (—%)) .
(c) [6 Punkte]
Wir schreiben —v/2 + v/2i zuerst in Polarkoordinaten. Es gilt \/ (—ﬂ)2 + (\/5)2 =

V4 = 2 und arctan (%) =arctan(l) = §. Alsoist a =7 — § = %ﬂ und somit

V2 4+ V2i = 263” =2 <cos <27T> 4 ¢sin (iw)) .

Sei nun z = re*? und beachte, dass 1 = e?™ fiir alle k € Z. Dann folgt

. 3 . .
24 — r4e4up — 2€Z7rz€2km'

Wir lesen r = v/2 und ¢ = 13—67r + %W fir k € {0,1,2,3} ab. Die vier verschiedenen
Losungen sind dann

z1 = \4/561%“, 29 = \4/56%“, 23 = é/ie%m, z4 = V2et6™,
4. Aufgabe (10 Punkte)
Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Grades der Funktion

g:R—R, z— zarctanz

L >

im Entwicklungspunkt xg = 0. Zeigen Sie fiir das Restglied die Abschétzung |Re(x)| <

Zur Kontrolle:

1
fir € [—1,1]. Hinweis: Die Ableitung des Arcustangens ist 1

< + 2%
" _ €z
Losung: [10 Punkte]
Es gilt
g(x) = zarctan(z), g(0) =0,
() = arctan(z) + . g(0) =0,
1 (14 22) — 222 2
" = = " O = 1 1 — 2
g () 1+ 22 (1+ 22)2 (1+22)2’ 9°(0) +
Somit folgt
TQ(.%‘) = 1'2.
Fiir das Restglied von Ty benétigen wir noch die 3. Ableitung von g
8z
" _
g (x) - (1 +.’E2)3
und erhalten auf dem Intervall [—1, 1] die Abschétzung
_ —8¢ 3| _ 8¢ 3
IRale)] = ‘(1 s’ | ‘(1 vepa|l]
<1
maxee-1,1)[86] 8 4
~ 3lmingeq (1 +€2)% — 31 3

wobei ¢ zwischen = und 0 liegt.



5. Aufgabe (10 Punkte)

Finden Sie heraus, fiir welche Parameter a,b € R die Funktion

et falls 2 < 0,

1 1
aM falls > 0,
T

fR=>R 2z~

stetig bzw. differenzierbar ist. Hinweis: Die Differenzierbarkeit soll mit Hilfe des Differen-
zenquotienten iiberpriift werden.

Losung: [10 Punkte]
Wir untersuchen zuerst die Stetigkeit. Fiir xg # 0 ist f als Komposition stetiger Funk-
tionen fiir alle a,b € R stetig. Im Punkt z¢ = 0 gilt

lim f(z) = lim % =1
z—0~ z—0~

und

. . In(z + 1) rHospital . 741
lim f(z) = lim ag T
z—0t z—0t x z—0t 1

= Q.

Also ist f im Punkt zp = 0 stetig falls a = 1 (b € R beliebig) gilt. Fiir a # 1 ist die
Funktion in z¢p = 0 nicht stetig.

Betrachten wir nun die Differenzierbarkeit: Fiir zg # 0 ist f als Komposition differen-
zierbarer Funktionen fiir alle a,b € R differenzierbar und die Ableitung ist

beb® falls z < 0,
f(z) = o~ In(z +1)
a

5 falls z > 0.

xT

Aus dem ersten Teil wissen wir bereits, dass f in zg = 0 fiir a # 1 nicht stetig ist,
somit kann die Funktion dort auch nicht differenzierbar sein. Betrachten wir also den Fall
o =0,a=1,b € R. Dann gilt

— f(0 bx _ b0 br 17 . b bx
fm L@ SO T ospital i 22— p
rz—0~ xr—0 z—0~ z—0 z—0~ €T z—0~
und
In(z+1) b0 ) —g—In(z+1)
lim f(l') —f(O) a;l lim — € l’Hog)ltal lim H#
z—0t z—0 z—0t z—0 z—0t 1
1 1
I’Hospital .. (z+1)2 — 2+1 . —1 1
= lim ——F— = lim ———5 = ——.
z—0+ 2z a—0t 2(z + 1)2 2
Also ist die Funktion f in 29 =0 fiir a = 1 und b = —% differenzierbar.
6. Aufgabe (9 Punkte)
Betrachten Sie die rekursiv definierte Folge
1
g := 0, Tptl '= §$" +m, neN.

(a) Berechnen Sie das Folgenglied 5.

(b) Zeigen Sie durch vollstédndige Induktion, dass x, < 27 fir alle n € N gilt.
)
)

(c

(d) Ist die Folge konvergent? Berechnen Sie gegebenfalls den Grenzwert.

Zeigen Sie, dass die Folge (z,,) streng monoton wachsend ist.



Losung:

(a)
(b)

(c)

[1 Punkt] Es ist 2o = 0,29 = 7 und x5 = 37.

[4 Punkte]

e Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt nach Definition zg = 0 < 27 und fiir n = 1
gilt 1 =7 < 27.

e Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte z,, < 2.

o Induktionsschritt: Es gilt

2n+m=m+ 7w = 2.

DO | =

=sop+7m <
Tn+1 an ™ V)
[2 Punkte]

Zu zeigen ist x4 > x, fiir alle n € N. Nach Definition der Folge ist dies dquivalent
zu

1 1
mn+1:§$n+ﬂ'>l‘n — 7T>§ZL'n = x, <27

Da die letzte Ungleichung in (b) bereits gezeigt wurde, ist damit die strenge Mono-
tonie nachgewiesen.

[2 Punkte]

Nach (b) und (c) ist die Folge monoton wachsend und nach oben beschrinkt, also
konvergiert sie nach dem Monotoniekriterium. Fiir den Grenzwert = := lim,, o xp,
gilt nach Definition der Folge und wegen der Grenzwertrechenregeln

. . 1 1/ .. 1
r= lim x,41 = lim §l‘n+ﬂ' :5(11111 xn>+7r:§x+7r.

n—oo n—oo n—oo

Auflésen nach z ergibt x = 2.



