1. Aufgabe (6 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe der vollstdndigen Induktion, dass folgende Gleichheit gilt fiir alle n € N,n > 2

= (k+1)! n!

Losung: [6P]
Ind. Anfang: n =2

oder

Ind. Schluss:

k 1. .
LV. Z s 1- ] fiir ein n (bel. aber fest).
k

1
1— ——— bzw: “Gilt auch fir n +1.”

LB.: G+ (n+1)
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2. Aufgabe

(13 Punkte)

(a) Berechnen Sie alle z € R, fiir die folgende Ungleichung gilt, und geben Sie die Losungsmenge

in Intervallschreibweise an.
2 -2z —1] > z.

(b) Berechnen Sie alle z € C, fiir die gilt 2* = —1.

(c) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt tan(z) = sin(2z).

—1
x—1|—{x ’
1—,

1.Fall:2—1>0,wobeix —1>0< 2 > 1.

Losung:

(a) [5P]
fallsx —1>0
fallsx —1 <0

2-2z—-1] > =z

2-2xz-1) > =«

2—-2z+2 > =
4 > 3z
é >
3

4
Li={zreRle>Lr<z} =[5l

2.Fall: :x —1<0,wobeiz—1<0<sx<1

2-2z—-1 > =z
242xz—-1) > =z
24+2z-2 > =z

z > 0

Lo={zeR|z<1,z>0}=]0,1]
4 4
L =LiULs = [1,5[U]0,1[ = 0, 5

(b) [3P]
1. Alternativ:

Sei z = |z]e'? die eulersche Formel des z, dann ergibt sich

3
. o A 23 =1
B=—le 2 =" o {' | Jk

3p =2km+ 7

2. Alternativ:
Mit —1 = eiﬂ' — ei371' — ei5ﬂ'

. ) e
2 = 6271'/3 29 = €' 23 = ewﬂ'/3

=0,1,2



3. Alternativ:
Es ist klar, dass —1 eine Losung der Gleichung ist. Aus der Polynomdivision

Bl :iz41=22-2+1

kénnen wir die restliche Losungen bestimmen, weil sie die Losungen der Gleichung 22 —z+1 =
0 sind. Aus der p — g—Formel ergibt sich

I e
2 2
Also L={-11+iL 1 5}
(c) [5P]
1. Alternativ:
tan(x) = sin(2z) < ST _ 9sinzcosz
cos

& sinx = 2sinz cos® x

& sing — 2sinzcos?x =0
& sinz(l —2cos?z) =0
& sinaz = 0 oder 2cos’z =1
esint =0< z=knr, ke€Z. Also
Ly ={x=knr|ke€Z}.

e2coslr=1<

1 cosx = L=
CoOST = *+— & V2
V2 -

’ 4
cosx = % cosm:cos(w—l) oder cosx—cos(ﬂ—l— )
x=2kn+ 7, ke,
x=2kr+ T keZ, v=kr+ 72 keLZ,

<~
x:2k;7r+3”k€Z rx=kr -7, kel

z—2k7r—|— T keZ.

{cosx =cos % oder cosz = cos (fg)

@x—k + kel

Also -

Insgesamt, fiir L = 1L; U Ly, ergibt sich
L:{lm,ﬂ+5|keZ}

—{kﬂrlm+ \keZ}

—{k‘ﬂ'?]{}ﬂ'—F 2k71'—|—3 2k7r+5l2k7r+f|k€Z}

2. Alternativ:

2tanx
Aus der Identitét sin(2z) = ————5— ergibt sich
1+ tan®x
. 2tanx 5
tanx = sin(2r) & tanr = ————— < tanz(l 4 tan”z) = 2tanw
1+ tan“x

tanx = —1 oder
& tanz(tan?z — 1) =0 < { tanz = 0 oder

tanx = 1.
r=kr—7%, k€Z, oder
& x=km, k € Z, oder

r=kr+7%, kel



3. Aufgabe (11 Punkte)

(a) Gegeben ist die Funktion f(x) = M

von f in zg = 1, also das Taylorpolynom 7} mit Entwicklungsstelle xy = 1.

fiir x > 0. Bestimmen Sie die lineare Approximation

(b) Geben Sie das zugehorige Restglied R;(z) nach Lagrange an. Bestimmen Sie das Vorzeichen
des Restgliedes fiir x €]0, 2].

1
(¢) Berechnen Sie lim el
z—0+ 2

(d) Skizzieren Sie f und T3 auf |0, 3]. Beschriften Sie eventuell auftretende Nullstellen und Ex-
tremstellen von f in diesem Intervall.

Losung:

(a) [2P] 1. Ableitung berechnen und in 2y = 1 auswerten:

s =" — gy =0
Play= 2220 LT gy,

(b) [4P] 2. Ableitung berechnen:

f(Q) (2) = (1 — ln(m))/ _ (1- ln(;v))/x2 — (1 —1In(x)) (22’

x2 z

—122-2(1-In(z))z -z —2z+2n(x)

4 x4
—34+2Inzx
R
Restglied angeben mit ¢ zwischen 0 und x:
@ (e) —3+2lne

L z[, falls1l <z <2,

Deswegen ¢ €0, 2].
Je, 1], falls0 <z < 1. s 10,21

Fiir z €]0,2] \ {1} ergibt sich ¢ € {
1. Alternativ:
c<2<e® 319%2Mme< -342Ine=-3+2=-1<0

also 3421 1
g olne B
Ri(e) = =2 (@ —1)2<0.

2



2.Alternativ
Fiir ¢ € ]0,2[ sowie € ]0,2] \ {1}, ergibt sich ¢® > 0 und (z — 1)? > 0.
e Deswegen

Ri(z) >0 & —3+2In(c) >0 < In(c?) >3 < ¢ > ¢

(e>2)
Aber 4> ¢? >¢e* >

e oder

23 = 8. Widerspruch!

Ri(z) <0 & —3+2In(c) <0 & In(c®) <3 & % <.

(2<e) .
Die letzte Ungleichung wahr ist, weil ¢ <22 < % < ¢? gilt.
Also gilt es Ry(x) < 0 fiir jedes x € ]0,2] \ {1}, deswegen R;(z) < 0, fiir ¢ €]0,2[ und
x €10,2].
3.Alternativ
e Falls z € ]0,1[ und ¢ € ]0, 1], ergibt sich

Inc<0& —-3+2lnc <0< Ryi(z) <0,

weil (z —1)2 > 0 und ¢* > 0 sind.
e Falls z € |1,2] und ¢ € |1, 2], ergibt sich, wegen x — In(z) streng mon. steigend ist,

Inl<lhe<n2< 0< 2lne < 2In2
& —3< -3+2he< —3+2ln2= fln((:"%) +111((32) < 0.

Die Ungleichung In(c?) < In(e?) ist wahr, weil ¢? < 4 < e? < e® wahr ist und die Funktion
x — In(x) strneg monoton Steigend ist. Weil (z — 1)?> > 0 und ¢® > 0 sind, ergibt sich
R, (ZE) < 0.

eFallsx =1=c=1und R(1) =0.

Insgesamt ergibt sich R;(x) < 0.
(c) [1P]

1
lim n(z)
z—0+ I z—0+ €T

Regel von I’'Hospital kann nicht angewendet werden!

In(z) “v'Hospital” (In(z))’

. . 1
lim lim = lim — = oo (statt — o0)
z—0 I z—0 x! z—0 T



(d) [4P]
T skizzieren.
Grenzwert richtig (bzw. wie zuvor berechnet) skizzieren.
Bei f: Nullstelle aus Funktion ablesen: 1“775 =0 < lnr=0<z=1.
Fiir die Extremstelle:
e Erste Ableitung null fiir # = e ablesen aus Teil a). Einsetzen in 2. Ableitung aus b) ergibt
—3 4 2 < 0 im Zahler, Nenner positiv, also lokales Maximum
oder

e Vorzeichen der 1. Ableitung fiir z < e und z > e bestimmen / abschétzen.

%)

P
-EE

Abbildung 1: Die Graphen von f und T}



4. Aufgabe (8 Punkte)

1

(2 + 2z + 1) (22 + 22 + 2)
des Nenners an, wie sie zur reellen Partialbruchzerlegung benétigt wird.

(a) Gegeben ist die Funktion f(z) =

. Geben Sie die Faktorisierung

(b) Geben Sie die Faktorisierung des Nenners von f an, wie sie zur komplexen Partialbruch-
zerlegung bendétigt wird.

1
(¢) Gegeben ist die Funktion g(x) = CEEEEETSR Geben Sie die Ansitze fiir die reelle und

die komplexe Partialbruchzerlegung von g(z) an.
Hinweis: Die Koeflizienten der Partialbruchzerlegung sollen nicht berechnet werden.
Losung:
(a) [2P] Zerlegung des Nenners (22 +2x + 1) (22 + 22 +2) durch Hinsehen: Binomische Formel fiir

1. Faktor, und mit 2 = 141 auch im 2. Faktor. (2% +2z+1)(2?+22+2) = (z+1)2((z+1)%+1).
2. Faktor iiber R irreduzibel, also reelle Zerlegung fertig.

(b) [2P] Zerlegung fiir die komplexe PBZ mit Aquivalenzumformungen

(z4+1)2+1=0

(x+1)%=-1
r+1=+v-1
r=—-1%1

oder p-g-Formel

2
x2+2x+2=0<:>x1,2:—§i 12-2=-1+v-1=-1+i

Also (2% + 22+ 1) (22 + 22+ 2) = (z + 1)?*(z — (=1 —i))(z — (=1 + 1))
(¢) [4P] Ansatz reele PBZ
1 A B Cx+D

@—32B+a%) -3 (@—37  B3+a?

Ansatz komplexe PBZ, Faktorisierung von 3+ 2% mit p-g-Formel 21 o = /-3 = ++/3i oder
ohne

34+22=0s2’=-3cr=+/-3c1==+i/3

oder direkt via 3. Binomi, aber das macht ja keiner:

3+ 22

(3 — (iz)?) = (V3 —ix) (V3 +iz) "= —(ivV3 +2)(iV3 — 2)
= ((V3+a)(—iv3+z)=(z+iV3)(x —iV3)

Dann der Ansatz:

1 A B C D

@326+ -3 @=32 "z _ivB ziiv/3




5. Aufgabe (11 Punkte)
Gegeben ist die beliebig oft differenzierbare Funktion f : [0,7] — R mit f(x) = cos(sin(z)).
(a) Besitzt f auf [0, 7] ein globales Minimum und / oder ein globales Maximum? Begriinden Sie
Ihre Antwort ohne zu Rechnen.
(b) Bestimmen Sie alle Extremstellen von f auf [0, 7].
(c) Geben Sie das Bild f([0,]) in Intervallschreibweise an.

Lésung:

(a) [2P] Satz von der Existenz des Minimums und des Maximums. f ist stetig als Nacheinander-
ausfithrung der stetigen Funktionen Sinus und Cosinus. Der Definitionsbereich / das Intervall
[0, 7] ist abgeschlossen / kompakt.

(b) [8P]
1. Alternativ:
Ableitung und Nullstellen der Ableitung

f(x) = cos(sin(x))
f'(x) = (cos(sin(z))) = cos'(sin(:v))sfn/(x) = —sin(sin(z)) cos(z)
f'(z) = 0<% sin(sin(z)) =0 oder cos(z) =0

< sin(z) = 0 oder cos(z) =0

<z e{0,7/2,7}

Tabelle fiir das Monotonieverhalten

x 0 |0,7/2[ | n/2 | |w/2,w[| =
—sin(sin(x)) | 0 — - — 0
cos T 1 + 0 - -1
f'(x) 0 - 0 T 0

2. Alternativ:
2. Ableitung berechnen und in 7/2 auswerten.

f"(x) = —(sin(sin(x))’ cos(z) — sin(sin(z))(— sin(z))
= (sm (sin(z)) sin’(x)) cos(x) + sin(sin(x)) sin(x)
= —cos(sin(x )) cos? () + sin(sin(z)) sin(z)
f(r)2) = —COb(sm( 5) cos2(g) + sin(sin(g)) sin(g)
= —cos(l)- 0 +sin(1) - 1

= sin(1) >0
Also ist m/2 lokale Minimalstelle.
Rand betrachten: f(0) = cos(sin(0)) = cos(0) = 1, f(m) = cos(sin(m)) = cos(0) = 1.

Also ist © = 7/2 lokale und globale Minimalstelle, und = 0,z = 7 sind (lokale und) globale
Maximalstellen.

(c) [1P]
1. Alternativ:

F([0,7]) = [min f (), max f ()] = [f(7/2), f(0)] = [cos(1),1]
2. Alternativ:
f([0,7]) = cos(sin([0, 7])) = cos(]0, 1]) = [cos(1), cos(0)] = [cos(1), 1],

weil 1 < 7 gilt und cos streng monoton fallend auf [0, 1] ist.



6. Aufgabe (11 Punkte)

Berechnen Sie folgende Integrale:

a x cos(x z ! 1 c Mx
()/ (z+1)d (b)/omdt ()/1”2(1

Losung:
(a) [4P] Ansatz mit Partieller Integration.
/xcos(m +1) de = zsin(z+1)— /sin(x—!— 1) da + ¢
= zsin(z+1)+cos(x+1)+c,ceR

(b) [4P] Mit Substitution, , s = 2t — 3, ds = 2dt bzw }ds = dt. Fiir die Grenzen: 0 — —3,

1— —1.
1 —1
1 1 1 1[-1
/ YOYSREWA dt = f/ 4d3—[53}
o (2t—=3) 2 /) 5 s 213 _a

(c) [3P] Mit Substitution, , ¢ = arctan(z) und dt = Tl/x? dz

t 1 1 1
/%r;(f) dz = /arctan(x)m dz = /t dt = §t2 =3 arctan®(x) + c,c € R



