1. Aufgabe (14 Punkte)
(a) Leiten Sie die folgenden Funktionen ab:
f(z) = (22° 4 sinx) /x, g(x) = V1 +e* +u
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion h: R — R in g = 0 stetig ist, wobei

In(z?+1 0
hz) = @D, w0
122 +sinz, =<0

(¢) Berechnen Sie das Integral
/ ™2 94 cosx d
——duz.
o 2x+sinz+1

(d) Beweisen Sie, dass fiir alle n > 1 folgende Gleichung gilt:

L 2 n—1
> =1+ .
— k(k+1) n+1

Lésung:
(a) [2P] Es gilt

222 + sinx

2V

(PR)

f'(@)

®R) (1+e*+x) e’ +1
@)= (Viterta) = = :
g'(w) = (v ) S i iTess witeis

(b) [3P] Es muss gelten h(0) = lin% h(x). Das ist dquivalent zu h(0) = linol+ h(zx) = hrél h(z).
T— r— z—0"
Es gilt 7:(0) = 0 + sin(0) = 0.

Die erste Teilfunktion, d.h. In(2? + 1), ist stetig auf R (Verkniipfung stetiger Funktionen und
22 4+ 1 > 0). Damit ist In(2? + 1) insbesondere im Punkt 0 stetig, d.h.

(22° +sinz)' vz + (22° +sin ) (vz)' = (4o + cosz) vz +

. _ . 2 _ _ _
ml_lf&_h(x) = Ig%l+ In(z“ + 1) =1n(1) = 0 = h(0).

Auch die zweite Teilfunktion ist stetig auf R. Daher gilt

lim h(z) = lim (122 +sinz) = 0+ sin(0) = 0 = h(0).

z—0— z—0—

¢) [4P] Wir substituieren ¢ := 2z + sinz + 1 mit 4 = 2 + cosz und “dt = (2 + cosx)dz”.
dz

s

Grenzen: wenn x = 0 ist t = 1 und wenn x = 3 ist t = 7 + 2 . Deswegen gilt

w/2 24 cosz 7r+21 o
—_——dx = —dt=|In |t =1 2) —1In(l) =1 2).
/O 97 +sma £ 19 /1 ; [In J¢]]7 n(m +2) —In(1) = In(r + 2)



n

(d) [5P] Sei A(n): 3 5oy = 1+ 257 fiir n € N\ {0}
k=1

Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt

. 2 2 1-1
linke S. von A(1) = ’; WD) 10D 1=1+ 71 = rechte S. von A(1).

Indduktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: fiir ein beliebiges aber festes m gilt A(m), d.h.

m—1

“ 2
kzzlk(k+1)_l+m+1' (V)

Induktionsbeweis: Wir zeigen, dass wenn A(m) gilt, dann gilt auch A(m + 1), d.h.,

m+1 2 m
;k(k+1):1+m+2' @)
Rechnung:
AR L 2
;k(k+1):;k(k+1)+(m+l)(m+2)
(Il/)lerfl+ 2
N m+1 (m+1)(m+2)
:1+(m—1)(m+2)
(m+1(m+2) (m+1)(m+2)
2
gy miAm
(m+1)(m+2)
g _mmtl)
o Dm+2)
:1+L



2. Aufgabe (8 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(z) = ;% auf dem Definitionsbereich Dy =]2, o0].
(a) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f auf dem gesamten Definitionsbereich.
(b) Bestimmen Sie alle lokalen Minimal- und Maximalstellen.
(c¢) Existiert auch ein globales Minimum bzw. Maximum? Bergriinden Sie ihre Antwort.
Losung:
(a) [4P] Es gilt

() (QR) (2?)(x —2) — 22 (x — 2) _ 2z(x — 2) — x? _ z(2x —4 —x) _ z(x —4)
(x —2)? (x —2)? (x —2)? (x—2)*

Fiir das Monotonieverhalten untersuchen wir das Vorzeichen der Ableitung:

T € 12,4] {4} 14, 00[
Vorzeichen von x + + +
Vorzeichen von z — 4 — 0 +
Vorzeichen von (z — 2)2 + + +
Vorzeichen von f/(z) - 0 +
Monotonieverhalten von f(z) N f4)=8 N

Die Funktion f ist also streng monoton fallend auf ]2,4[ und streng monoton wachsend auf
14, oo].

(b) [2P] Es gilt f'(z) =0 nur fir z =4 .
e 1. Alternative: Wegen der Monotonie nimmt die Funktion f bei 4 ein lokales Minimum
an.
e 2. Alternative: Mithilfe der zweiten Ableitung

2z — 4)(z — 2)? — 2(2? — 4z)(z — 2)
(z—2)1

f(x) = L ') =1>0.

Es gibt kein lokales Maximum.
(c) [2P] Es gilt

lim f(z) =400 und lim f(z) = +oc.

r—2+ Tr—>00

Deswegen, gibt es kein globales Maximum und die Funktion f nimmt bei 4 das globale
Minimum an.



3. Aufgabe (11 Punkte)

(a) Wandeln Sie z = —2 + 2i in Polarkoordinaten um und berechnen Sie damit z*.
Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

(b) Finden Sie alle reellen Losungen der Gleichung (sin(2z) — 1)(cos?(z) — 1) = 0.
(c) Finden Sie alle reellen Losungen der Gleichung 4 = v/24(=—1),

2
n

(d) Untersuchen Sie die Folge a,, = sin(£)sin(2n) auf Konvergenz.

Losung:

(a) [3P] Es gilt 7 = |2] = /(22 + 22 = VB = 22 und r* = (2v/2)" = 2422 = 20 = 64. Fir
den Winkel ergibt sich

7T+ o
4 7T—4.

p = arctan(—1) + 7= —
Also gilt
Z =242 =re® =226l T
Damit folgt
2= e = 646 = 646 = —64.
(b) [3P] Es muss entweder sin(2x) — 1 = 0 oder cos?(x) — 1 = 0 gelten.
e Fiir den ersten Fall gilt

sin(2x) —1=0 < sin(2z)=1 <& sin(2z) = sin(z)

[\

o 2x=2k‘7r+g, kez

& a::lmr—i—%, kelZ.

Wir definieren Ly := {kn + §, k € Z}.
e Fiir den zweiten Fall gilt

cos®(z) —1=0 & cos’(z)=1 < cos(z)==+1 < ax=kr keZ

Wir definieren Lo := {k7, k € Z}.
Somit ergibt sich fiir die Losungsmenge L = Ly U Ls.

(c) [2P] Es gilt
4 = +/24(z—1) — 2%4(1’*1) _ 22(1771) — gzl
Wegen der Injektivitat der Potenzfunktion folgt 1 = 2 — 1, also = = 2.
(d) [3P] Es gilt |sin(2n)| < 1. Deswegen gilt 0 < |a,| < |sin (2)|. Wegen der Stetigkeit der

n

Betrags- und Sinusfunktion folgt mit dem Sandwichkriterium

. . .2 . .2 _
0< nh_}rr;o lan| < nh_)rr;o ’ sin (E)| = ‘sm (nh_)ngo EM = |sin(0)| =0,
d.h.
lim a,, = 0.

n—oo

Alternativ: Es handelt sich um das Produkt einer Nullfolge ( lim sin(2) = 0) und einer
n—oo

n

beschrénkten Folge (| sin(2n)| < 1), sodass a,, auch eine Nullfolge sein muss.



4. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: ] — 5, 00[— R definiert durch f(z) = In(2z + 1).

(a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 75 zweiten Grades im Entwicklungspunkt 29 = 0.
(b) Zeigen Sie, dass der Fehler |f(z) — To(z)| fiir z € [}, 3] kleiner als £ ist.
(c) Zeigen Sie mithilfe des Mittelwertsatzes, dass f(z) < 2z fiir alle > 0.
Losung:
(a) [3P] Wir berechen zunichst die Ableitungen von f,

(KR) 2 (KR) 4

f'(x) %11 [ (x) —W-

Das Taylorpolynom zweiten Grades mit Entwicklungspunkt = = 0 ist gegeben durch

*)(0
Ty( +Zf

Mit £(0) =0, f/(0) =2 und f"(0) = —4 gilt dann

Ta(z) = f(0) + @x + L;O) 2% =22 — 222

(b) [4P] Die Funktion In(2z + 1) ist 3—mal differenzierbar auf |3, co[ mit

(®KRr) 16

(@) et 1)

Deswegen ist die Differenz f(z) — To(z) gleich mit dem Lagrangeschen Restglied Ry (z). Fiir
jedes z €] — §,00[\{0} existiert also ein & zwischen 0 und , sodass

(3) @
fm_n“*ﬁwmzfﬁau_“ﬁz(ﬁﬁ‘ﬁzakiwﬁ

Aus z € [1, %] folgt, dass £ €]0, %[ gilt. Der Restglied-Term wird maximal, wenn wir fiir x
den Wert 5 und fiir £ den Wert 0 einsetzen:

8 8 1 1
—Tr(z)| = |Ra(2)| < — < =
|f(x) 2(7)] = |Ra(2)] < gga 3(26 +1)3 [i % | ’ 3(0+ 1)3 23 3
(Die Funktion | — %, o0[3 & — ﬁ € R ist stetig und streng monoton fallend und die

Funktion | — 1,

(c) [3P] Sei g : [0, 00[— R definiert durch g(z) = In(2z + 1) — 2. Dann gilt

oo[3 z — 2% € R ist stetig und streng monoton wachsend.)

2
20+ 1

g (x) =

Man beachte, dass ¢'(z) < 0 fir x > 0. Wir wenden den Mittelwertsatz auf dem Intervall
[0, 2] (fiir jedes > 0) an. Es existiert also ein £ €10, z[ mit
0> g(€) = g(:z:; : g(O) _ In(2z + 1); 2z —Inl 0= In(2z +x1) — 23:.

Dabei gilt 0 > ¢'(£), da auch £ > 0. Multiplikation mit = > 0 liefert dann 0 > g(z), also
glx) =In(2x +1) —2x = f(z) — 22 <0

fir alle x > 0.



5. Aufgabe (8 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: Dy — R definiert durch f(z) = e *Inz.

(a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.

(b) Untersuchen Sie die Grenzwerte li{‘% f(z) und li_>m f(z).
x x o0

(c) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass f im Intervall [1,e] eine kritische Stelle
besitzt, d.h., eine Stelle £ mit f/(£) = 0.

Losung:

(a) [1P] Die Funktion f ist iiberall definiert, wo auch der In definiert ist, also Dy =]0, ool

(b) [3P] Es gilt lim e™® =1 und lim In(z) = —oo, zusammen also
z\0 z\0
li = —00.
Jim f (z) = —o0

Weiter gilt lim e = 0 und lim In(z) = oo. Deswegen muss die Regel von Bernoulli/de
T—00 Tr—r00

I’Hospital angewendet werden,

Inz ru

1
lim f(z) = lim lim £ = lim
T—00 z—o0 e~r r—00 % z—o00 re’

(c) [4P] Die erste Ableitung von f ist gegeben durch

1
f(z) = (e *Inz)’ @ ez + e*“’;.

Diese Funktion ist stetig auf dem gesamten Definitionsbereich, da alle Teilfunktionen (In,
e”, 1) stetig sind. Wir kénnen also den Zwischenwertsatz fiir f’ auf dem Intervall [1,e]

anwenden.

1. Alternative: Wir setzen £ = 1 und x = e ein,

1l mi=o 1
HOE —ellnl4e = "EYZ 5,
1 e
1 ne=1 _ 1 .
f’(e):—e’clntﬂ—e*cf1 e “(—1+-)<0, weil 1 <e.
e e

Somit existiert ein £ €]1, e[, sodass f/(§) = 0, aus ZWS.

2. Alternative: Es gilt f/(z) = 0 genau dann, wenn
. 21 1
e'lnr=e""- & hex=- & zhr=1
x x
Die Funktion g(z) := zlnx ist stetig und g(1) = 0, g(e) = e. Die Funktion g nimmt im

Intervall [1, e] also alle Werte zwischen 0 und e (also insbesondere 1) an . Somit existiert eine
kritische Stelle fiir f.



6. Aufgabe (9 Punkte)
Wir betrachten die gerade 2-periodische Funktion f: R — R, gegeben durch

1+t 0<t<1
t) = .
1) {1—1&, —-1<t<0

(a) Berechnen Sie fiir kK € N, k& > 0, die Integrale

1 1
/ cos(knt) dt, / t cos(kmt) dt.
0 0

(b) Berechnen Sie alle Fourierkoeffizienten von f.
Losung:
(a) [4P] Fiir das erste Integral gilt
! 1 Lo
/0 cos(kmt) dt = T Sin(lmrt)’() = E[sin(kw) —sin(0)] = 0.

Fiir das zweite Integral gilt

1
/ tcos(kmt) dt = —/ sin( Imrt "dt
0

1 1
D [t sin(kt)] ‘0 o= / sin(kmt) dt
m™Jo

1 . . 1 1
= [1sin(km) — 0sin(0)] — o2 [— cos(kmt)] .
1 0 fiir k d
- [cos(lmrt)]’ _" U serade,
(km)? 0 7> fir k ungerade.

2r — 1. Da die Funktion

(b) [5P] Die Funktion ist 2—periodisch. Deswegen ist 7' = 2 und w = 5

f gerade ist, gilt by, = 0.
Berechnung ag (also k = 0):

f—/lf /(H%M 2P+%ﬂ;:2@+%—®:&

Fir k> 1 gilt
9 [T T/2
ay = T/ f(¢) cos(kwt) d —/ ) cos(kwt) dt
0

= 2/ (14 t) cos(kmt) dt

0
1 1
:2/ cos(kmt) dt+2/ t cos(kmt) dt
0 0

(a) ] 0, fir k£ gerade,
N 7(/63)2’ fiir k£ ungerade.

—




