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Neben einem doppelseitig handbeschriebenen A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren
Hilfsmittel zugelassen. Die Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blattern abzugeben.
Fiir jede Aufgabe bitte ein neues Blatt verwenden. Auf jedes Blatt bitte Name und
Matrikelnummer schreiben. Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren kénnen
nicht gewertet werden.

Geben Sie immer den vollstdndigen Rechenweg und, wenn nichts anderes gesagt, eine
kurze, aber vollstandige Begriindung an. Ohne Begriindung bzw. Rechenweg gibt es keine
Punkte.

Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Es sind maximal 60 Punkte erreichbar.

Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.
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1. Aufgabe (10 Punkte)

a) Stellen Sie folgende komplexe Zahlen in der Form a + ib, a,b € R dar.

3 _. 3+ 4i
: QO —in/2 ss
0 e i 2t

b) Sei das reelle Polynom p: C — C gegeben durch
p(z) = 22° — 322 +82 —12.

(i) Zeigen Sie, dass 2i eine Nullstelle von p ist.
(ii) Folgern Sie daraus eine weitere komplexe Nullstelle von p.
(iii) Zerlegen Sie das Polynom in Linearfaktoren.
Lo6sung:
a) (i) [2 Punkte] Es gilt

zei”ﬂ = %(cos(—w/2)+isin(—7r/2)) = 2(04—1(—1)) = —Zi.

(i) [2 Punkte] Es gilt

344 (3+4i)(1—1i) 3-3i+4i+4  TH+i T

1+1i  (1+i)(1—-i) 1—i2 2 227
b) (i) [1 Punkt] Es gilt

p(2i) = 2(2i)® —3(2i)* +8(2i) — 12 = —16i+ 12+ 16i — 12 = 0.

(ii) [1 Punkt] Da p ein reelles Polynom ist, folgt, dass —2i ebenfalls eine Null-
stelle ist.
(iii) [4 Punkte] Zunéchst berechnen wir

(z —2i) (2 +2i) = 2+ 4.
Nun fithren wir eine Polynomdivision aus und erhalten

(22° =322 + 82— 12) + (2> +4) = 2z 3.

—(22° + 82)
— 322 — 12
— (=32 - 12)

0
Das Polynom p zerfillt also in die Linearfaktoren

p(z) = 2(z—2i)(z+2i)(z — 3/2).



2. Aufgabe (13 Punkte)
a) Sei die Funktion f: [—m, 7] — R gegeben durch
f(z) := 2* + 62 + sin(z).

(i) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.
(ii) Zeigen Sie, dass f genau eine Nullstelle besitzt.

b) Sei die Funktion g: R — R gegeben durch
sin(2x)

Zeigen Sie, dass g im Punkt 2y = 0 differenzierbar ist und berechnen Sie ¢'(0).
Hinweis: Betrachten Sie den Grenzwert des Differenzenquotienten.

c¢) Sei die Funktion h: (0,00) — R gegeben durch

h(z) = /lx In ‘cos (e‘/z> + 2’ dt.

Geben Sie die Ableitung von h an.
Loésung:
a) (i) [3 Punkte] Zunéchst ergibt sich fiir die Ableitung
f'(z) = 32% + 6 + cos(w).

Da der Cosinus nach unten durch —1 beschrénkt ist, kann dies abgeschétzt
werden durch

flix) > 322 +6—-1 =32"+5 >5 > 0

fir alle x € [—m, w]. Daraus folgt, dass f streng monoton steigend ist.
(i) [3 Punkte] Wir erhalten

f(=m) = (=7)* +6(—7) +sin(—7) = —7° — 67 < 0

und

f(r) = © + 67 +sin(n) = 7+ 67 > 0.
Da f stetig ist, folgt somit aus dem Zwischenwertsatz, dass f eine Null-
stelle im Intervall [—m, 7] besitzt. Da f streng monoton wachsend ist, folgt
schliefllich, dass f genau eine Nullstelle besitzt.

Es ist auch mdglich die Nullstelle direkt anzugeben und dann mit der
strengen Monotonie zu argumentieren.

b) [5 Punkte] Fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten ergibt sich

in(2x .
lim g(x) — g(xo) — im Si—) -2 — im sin(2zx) — 2z
T—x0 xr — X z—0 x z—0 xQ
LH 2cos(2x) — 2 LH —4 sin(2z) _ o,
z—0 21 z—0 2



wobei zweimal der Satz von L’Hospital angewendet werden durfte, da

lim (sin(2z) — 22) = lim2® = 0
N\ 0 N\ 0

und weiterhin
lim(2 cos(2z) — 2) = lim 2z = 0.
AN 2\,0

Als Ableitung im Punkt 0 ergibt sich somit ¢’(0) = 0.

¢) [2 Punkte| Die Ableitung ist gegeben durch

h'(z) = In ‘cos (eﬁ> + 2‘ :



3. Aufgabe (7 Punkte)

Sei die Funktion f: R — R gegeben durch
flz) = " —22.

a) Berechnen Sie die ersten beiden Ableitungen von f.
b) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen von f.

¢) Bestimmen Sie alle globalen Extremstellen von f.
Lo6sung:
a) [2 Punkte] Fiir die Ableitungen ergibt sich
fla) = & —2
und
f"(x) = €.

b) [3 Punkte] Die erste Ableitung f’ besitzt offensichtlich genau eine Nullstelle,
namlich In(2). Also hat f nur bei In(2) eine lokale Extremstelle. Einsetzen in
die zweite Ableitung liefert

f(In(2)) = e"® = 2 > 0,

also handelt es sich um ein lokales Minimum.

¢) [2 Punkte] Da e” streng monoton wachsend ist, folgt f'(z) = e” —2 > 0 fiir
x > 1In(2) und f'(z) = e* —2 < 0 fiir z < In(2). Daraus folgt, dass f rechts
von der lokalen Minimalstelle In(2) streng monoton wachsend ist und links
davon streng monoton fallend. Also gibt es keine globale Maximalstelle, und
bei In(2) handelt es sich um eine globale Minimalstelle.



4. Aufgabe (12 Punkte)

a) Uberpriifen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral existiert und berechnen
Sie es gegebenenfalls:
1
1
/ —dw
0 Vad

—3x + 2
(x +2)(x—4)

b) Sei ¢: D, — R gegeben durch

q(x) =

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D, C R von ¢ an und berechnen

Sie das Integral
3
/ q(x) dx.
1

a) [4 Punkte] Das Integral existiert nicht, denn es gilt

Loésung:

11 11 11 1 5/4
—dz = i dr = li ——dr = 1li % d

' = lim (—4+4s71*) = oo

= lim (—4a™'/*) i

s\0

b) [8 Punkte] Der maximale Definitionsbereich ist gegeben durch D, = R\
{—2,4} .

Zur Berechnung des Integrals setzen wir eine Partialbruchzerlegung an:

—3z + 2 A B

@) = e " iz aod

Mit der Zuhaltemethode ergibt sich A = —4/3 und B = —5/3 .
Also ergibt sich fiir das Integral

3 3
—3r 42 —4/3  —5/3
de = [ —L2 4 212
/1 w+2)@—4)" /Ix+z+x—4 !

4
= —gln|x+2|‘ ——ln|x—4|‘
4 4
= —gln(5)+§ln(3)——ln(1)+—ln(3)



5. Aufgabe (6 Punkte)

a) Geben Sie eine Folge (a,),~; an, die gegen 1 konvergiert, bei der jedes Folgen-
glied echt kleiner als 1 ist.

b) Geben Sie eine Folge (by),~, an, die unbeschriinkt ist, aber nicht bestimmt
divergiert.

c) Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

(n* + 3)(n — 2n?)
n—00 n4 4+ 3n3

Lo6sung:
a) [1 Punkt] Sei (a,),, gegeben durch a, :=1—1/n fiir n > 1.

b) [2 Punkte] Sei (b,),-, gegeben durch b, := (—1)"n fiir n > 1.
c¢) [3 Punkte] Es gilt

(n? + 3)(n — 2n?) . =2n*+n+3n—6n?
im
n—o0 nt + 3n3 n—00 n* + 3n3
2+1+3-8

= lim 3 = -2




6. Aufgabe (12 Punkte)

Sei die Funktion f: (0,00) — R gegeben durch
f(z) = sin(lnx).

a) Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen von f.

b) Berechnen Sie das zweite Taylorpolynom 75 von f im Entwicklungspunkt
o = 1.

c) Zeigen Sie, dass der Absolutbetrag des Restgliedes Rq(z) fir x € [1,3/2]
beschrénkt ist durch 1/12.

Hinweis: Sie diirfen ohne Rechnung verwenden, dass fiir alle z € (0, 00) gilt

3sin(lnz) 4 cos(lnz)

3

() =

Losung:
a) [4 Punkte] Fiir die ersten beiden Ableitungen gilt

cos(Inx)

fla) = S ) =

X i

_sin(lnz) + cos(Inz)
5 .

b) [4 Punkte] Fiir die Funktionswerte im Punkt zq = 1 gilt

f(1) = sin(lnl) = sin(0) = 0,

und
(1) = w = cos(0) = 1
und
(1) = _sin(lnl);cos(lnl) _ _sin(0) — cos(0) = —1.

Also ist das zweite Taylorpolynom gegeben durch

f”(l)
2l

Lx) = f)+ f(D(z—1) + (2 —1)°



c) [4 Punkte| Das Restglied ist fiir € [1,3/2] gegeben durch

Rotw) = L8 oy

3sin(In&) 4 cos(In€)
6&3

(‘T - 1>37

wobei £ € (1,z). Deshalb lasst sich das Restglied fiir « € [1,3/2] folgender-
mafen abschétzen:

| Ro(2)] = (z—1)°

3sin(In &) + cos(In¢)
S

|3sin(In&) + cos(In§)|

— 663 (x—1)3

wobei der Sinus und der Cosinus mit 1 abgeschiitzt wurden, 1/£% mit 1 ab-
geschitzt wurde und (x — 1)? mit (1/2)% abgeschiitzt wurde.



