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Neben einem doppelseitig handbeschriebenen A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren Hilfs-
mittel zugelassen. Die Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blattern abzugeben. Fiir jede Aufga-
be bitte ein neues Blatt verwenden. Auf jedes Blatt bitte Name und Matrikelnummer schreiben.
Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren kénnen nicht gewertet werden.

Geben Sie immer den vollstdndigen Rechenweg und, wenn nichts anderes gesagt, eine kurze, aber
vollstdndige Begriindung an. Ohne Begriindung bzw. Rechenweg gibt es keine
Punkte.

Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten. Es sind maximal 60 Punkte erreichbar.

Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.

Hiermit erklére ich, dass

e mir die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO bekannt
sind. Mir ist auflerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der Priifung
fithren kann. (§ 39 Abs. 2 Satz 4 AllgStuPO)

e mir bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméfie Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist. (§ 39 Abs. 2 AllgStuPO)

e mir bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genommenen
gesundheitlichen Beeintréachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich Giiltigkeit hat.

Korrektur
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1. Aufgabe (9 Punkte)

(a)

(b)

Untersuchen Sie die folgende Funktion f: R — R im Punkt zy = 0 auf Differenzier-
barkeit.

f(z) = |z|sin(z)

Sei g:(0,1] — R gegeben durch g(z) := zIn(x). Bestimmen Sie alle lokalen und
globalen Extremstellen von g.

Losung:

(a)

[3 Punkte| Wir berechnen zunéchst den rechtsseitigen Differenzenquotienten im Punkt
Ty = 0:

lim flwo+h) — f(wo) lim |h| sin(h) — |0] sin(0)

A0 h A h

= lim sin(h) = 0.
hAN\O

Als néchstes berechnen wir den linksseitigen Differenzenquotienten im Punkt xy = 0:

h) — h|sin(h) — |0] sin(0
iy 200 )= o) _ g LS00 —015000) _ gy =

Da der linksseitige und der rechtsseitige Differenzenquotient existieren und iiberein-
stimmen, ist f im Punkt zy = 0 differenzierbar.

[6 Punkte| Zunédchst berechnen wir die ersten beiden Ableitungen von g¢:

1
g'(x) = n(z) +1, g'(x) =
Das notwendige Kriterium ¢'(x) = 0 liefert a = 1/e als einzige Kandidatin fiir eine
Extremstelle im Inneren des Intervalls. Da ¢”(1/e) = e > 0, handelt es sich bei
a = 1/e um eine lokale Minimalstelle.

Da es keine weitere Extremstelle im Inneren des Intervalls gibt, ist a = 1/e sogar
eine globale Minimalstelle und b = 1 zumindest eine lokale Maximalstelle. Da gilt
g(b) =1In(1) = 0 und

1 , 1
n(z) I i —=
2\ 0 —

lim g(z) = lim z In(x) = lim

N0 N0 N0 r = lim—r=0,

8 |

folgt, dass es sich bei b = 1 um eine globale Maximalstelle handelt. Wir durften hier
die Regel von I'Hospital anwenden, da lim,\ o £ = F00 = lim, o(In(z)).



2. Aufgabe (10 Punkte)
(a) Sei f:R — R gegeben durch f(x) = sin(rz + 7/2).

(i) Berechnen Sie die erste und die zweite Ableitung von f.

(ii) Geben Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung im Entwicklungspunkt zy = 0
an. Vereinfachen Sie den Ausdruck so weit wie moglich.

(iii) Sei g : R — R gegeben durch
g(x) = 2%+ 2% +sin(rx + 7/2).

Geben Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung von ¢ im Entwicklungspunkt
ro = 0 an.

(b) Sei h : R — R eine Funktion, deren Fourierpolynom zweiten Grades in komplexer
Darstellung gegeben ist durch

3 o . L3
Ph(t) = §e—21t + 3ie™" + 1 — 3ie" + 5e?“.

(i) Bestimmen Sie die Koeffizienten ag, aj, as, b1, by € R der reellen Darstellung
" 2
Ph(t) = 50 + ; ay, cos(kt) + by, sin(kt).

(ii) Ist h eine gerade Funktion? Begriinden Sie Ihre Antwort!
Losung:
a) (i) [2 Punkte] Es ergibt sich
f'(z) = 7 cos(rz + 7/2), f"(z) = —n?sin(rx + 7/2).
(ii) [1 Punkt] Es gilt

2 i 9 2
Ty f(x) = sin(7/2) 4+ 7 cos(m/2)x + %ﬁ/)ﬁ =1- %xz_
(iii) [1 Punkt] Es gilt
2
Tog(z) =1— T 2?4 a2

2
b) (i) [4 Punkte] Mit der Identitdt exp(iz) = cos(z) + isin(z) und unter Verwendung
der Tatsache, dass cos(z) = cos(—x) und sin(z) = — sin(—=z) ergibt sich

3 o . L3,
ée’mt + 3ie™ ™ + 1 — 3ie™ + §e21t

= ;(COS(—Qt) +isin(—2t)) + 3i(cos(—t) +isin(—t)) + 1

_ 3i(cos(t) + isin(t)) + g(cos(%) T isin(20))

= 3cos(2t) + 1 + 6sin(?).

Daher ergibt sich ag =2, a; =0, as = 3, by =6 und by, = 0.
(ii) [1 Punkt] Da nicht alle Koeffizienten by, & > 1, gleich Null sind, ist h keine
gerade Funktion.



3. Aufgabe (11 Punkte)

1
/ 42%e* dux.
0

/5sin(x) cos* () du.

(c¢) Untersuchen Sie, ob das folgende uneigentliche Integral existiert und berechnen Sie

es gegebenenfalls.
/ cos(z) dx
0

(a) [4 Punkte| Mit zweifacher partieller Integration folgt

1 1
— 4re® dx
0 0

1 1
+ / 202 dux
0 0

= 2% — 2¢% + %

(a) Berechnen Sie

(b) Berechnen Sie

Losung:

1
/ 42%e* da = 22%e*
0

= 22 — 2ze**

0

=e?— 1.

(b) [4 Punkte] Mit der Substitution y = cos(z) und dy = —sin(z) dx folgt

/5sin(x) cos(z) do = — /5y4 dy = -y’ +C
= —cos’(x) + C,

fiir beliebiges C' € R.

(¢) [3 Punkte] Angenommen, das uneigentliche Integral existiert. Dann ist sein endlicher
Wert gegeben durch

/OOO cos(z) dz = lim S cos(z) dz = lim (sin(s) — sin(0)).

s—€ 0 5—00

Widerspruch, da sin(s) fiir s — oo divergiert. Also existiert das uneigentliche Integral
nicht.



4. Aufgabe (9 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert.

OBttt — 42— 1
hm _—
t—1 4 —t— 33

(b) Geben Sie zwei konvergente Folgen (ay,)nen und (b,)neny mit b, # 0 fir alle n € N

v neN

(c) Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion, dass fiir alle n € N\ {0} gilt

divergiert.

n

> (2k—1) = n’

k=1
Loésung:
(a) [3 Punkte| Es darf die Regel von I’'Hospital angewendet werden, da

lim(5t* — 4> — 1) = 0 = lim(4 — t — 3t%).
t—1

t—1

Damit folgt
5t4 — 4t — 1 pu 2013 — 8t 12 6
lim———m——— = lim——— = —— = ——,
t—1 4 —t— 33 t—1 —1 — 9¢2 10 5
wobel im vorletzten Schritt die Grenzwertsitze verwendet wurden.
(b) [2 Punkte] Sei a, :=1/(n+1),n € Nund b, :=1/(n+ 1)?, n € N. Dann gilt fiir n

gegen oo
ap,
—=n+1— o0.

n

(¢) [4 Punkte]
Fiir n = 1 ist die Aussage wahr:
1

sz—1 2.1-1=1=12
k=1

Die Aussage sei wahr fiir ein festes n € N'\ {0}.

n—>n+1. Zu zeigen: 2k —1) = (n+1)2.
In der Tat gilt

%(%—1)_2(71“ —1+Z 2k—1)

k=1 k=1

2n+1+n = (n+1)>2



5. Aufgabe (13 Punkte)
(a) Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichung in R.

2

— < -1
221
Hinweis: Hierbei ist keine Fallunterscheidung ndtig.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichung in C.
2} = —27e™/2

Hinweis: Die Losungsmenge darf in kartesischer Form oder in Polarkoordinaten an-
gegeben werden.

(c¢) Seiq:D, C C— C gegeben durch

4z

12) = iy

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich D, C C an und bestimmen Sie die
komplexe Partialbruchzerlegung von q. Geben Sie die Koeffizienten der Partialbruch-
zerlegung in kartesischer Form an!

Loésung:

(a) [3 Punkte] Wir multiplizieren beide Seiten mit —x? — 1. Dabei miissen wir das Un-
gleichheitszeichen umdrehen, da —2? — 1 stets negativ ist:

2> —1(—2*—1) =2+ 1.

Subtraktion von 1 auf beiden Seiten fithrt auf

2 <1,

was auf die Losungsmenge (—1, 1) fiihrt.

(b) [5 Punkte] Wir verwenden den Ansatz z = re'?, r > 0. Dann soll gelten
e = 2% = —27e 21 = 273,
Daraus folgt, dass r =3 und
3p = g + 2kn
fiir k£ € Z. Daraus ergibt sich die Losungsmenge
{Beiw/ﬁ, 3e5i7/6 36317r/2} .

(¢) [5 Punkte] Der maximale Definitionsbereich von ¢ ist C \ {—2, 2i, —2i}.

Zur Bestimmung der komplexen Partialbruchzerlegung betrachten wir den Ansatz

(2) 4z a n b n c
Z) = —
1 (z+2)(22+4) 2z4+2 242 z-—20




wobei die Koeffizienten a, b, ¢ mit der Zuhaltemethode gegeben sind durch

4z 1 4z 1 n 1.
= = — = = — —1
(z+2i)(z—2i)| ) ’ (z 4 2)(z — 2i) o, 2 ’
4z 1 1.
= =—-—-1L
(z4+2)(z + 2i) i 2 2

Damit ergibt sich fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

1 n 1+1 n 1—-1
z+2  2(z+2i)  2(z-—2i)

q(z) =



6. Aufgabe (8 Punkte)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass die Gleichung

= 1—zx

eine Losung im Intervall [0, 1] besitzt.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fiir alle a,b € R mit 0 < a < b gilt:

b — a™

b—a

n—1

na < nb" L.

Losung:
(a) [4 Punkte| Umstellen der Gleichung ergibt
"+ —1=0.

Nun definieren wir die Funktion f:[0,1] = R, f(z) =27 +x — 1.
Da f ein Polynom ist, ist f stetig.
Weiterhin gilt f(0) = —1 und f(1) = 1.. Daher folgt aus dem Zwischenwertsatz,

dass f eine Nullstelle im Intervall [0, 1] hat. Diese Nullstelle ist dann Losung der
Gleichung.

(b) [4 Punkte] Sei f:[0,00) — R die Funktion x — z™.
Als Polynom ist f auf [0, c0) differenzierbar.
Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass fiir jedes a,b € [0,00), a < b, ein & € [a,b]

existiert, sodass
" —a”

o= [(© =ng
1

Da a < & < b ist, folgt aus der Monotonie von x — na™ :

o — q"
b—a

nan—l

< nb"



