1. Aufgabe (6 Punkte)
Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt

<[Z] , [ccl] >1 = aac+ Bbd, o, >0

a) Bestimmen Sie «, 8 > 0, sodass Bong = {[Z;],[4]} eine Orthonormalbasis des R?
beziiglich des Skalarprodukts (-, -); ist.

b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von [2] beziiglich der Basis Bong.

Losung.  a) [4 Punkte] Da Bong eine Orthonormalbasis beziiglich (-, -)1 sein soll, gilt ([ 2], [ 1]) =
([31,[4)) =a+48 =1 (1 Punkt) und ([ 1], [3]) = a — 48 =0 (1 Punkt).
Aus der zweiten Gleichung erhilt man: a — 45 = 0 < « = 4. Dies eingesetzt in die erste
Gleichung ergibt: o+ 48 =45+ 48 =88 =1 < B = £ und schlieflich o = 45 = 4% = 1.
Fir a = % und 8 = % ist Bonp beziiglich (-,-) eine Orthonormalbasis.
((1 Punkt) Rechnung + (1 Punkt) Antwort)

b) [2 Punkte] [2] <[§]’[12]>] (1 Punkt) = [1‘122] _ [‘1]. (1 Punkt) Gaf.

SO one [ (213D
Folgefehler aus a) beriicksichtigen.

9
1

alternativ: Gesucht sind oy, g € Rmit oy [ Y] +ag [3] = [2]. (1 Punkt) LGS aufstellen
1 1|2 1 0] —3
. . . . 4
und z.B. mit Gauf§ 16sen: { _9 9|5 } — = [ 0 1 % }

IS

[2] Bong = { }(1 Punkt) Keine Rechenfehler suchen!

9
1



2. Aufgabe (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion

FiR-R
x — | sin(x)].

Losung. Die Funktion f ist gerade, da
[sin(—a)| = | — sin(a)] = |sin(a)|
fiir alle x € R und daher gilt by = 0 fir alle & > 1. (1 Punkt)

1. Weg: Die Funktion ist m-periodisch. Es gilt

%
4
ap = — /g(t) dt
0
A bl
= /sm(t) dt
0
4 s
= — [~ cos(t)]g
s
4
= — 1 Punkt
: (1 Punk)
sowie fir k > 1
A 2
ay = /g(t) cos(2kt) dt
™
0
2
4 .
= /sm(t) cos(2kt) dt
i
0
4 1 2 4 ; 1
2
== — sin(2 S — sin(2
- {sm(t) ksm( kt)}0 - /cos(t)2k sin(2kt) dt
0
4 4 1 5oy 1
= ;(O —0) — - [— cos(t)m cos(th)} ) +— /Sin(t)zle cos(2kt) dt
0
T
k2 a2k
und daher a; = —%. (1 Punkt) Daher ist die Fourrierreihe von f gegeben durch
2 4
- — _ 2kt).
- > ) cos(2kt) (1 Punkt)

k=1



2. Weg: Die Funktion ist 27-periodisch. Es gilt

2 ™
ap = /g(t) dt
T
0
> I
= 7T/sm(t) dt
0
2
= Z [—cos(t
2 [ eos(t)
4
= _ 1 Punkt
- (1 Punkt)
sowie fiir k > 1
2 s
ay = /g(t) cos(kt) dt
0
0
2 T .
= /sm(t) cos(kt) dt
T

s

0
-2 [sin(t); sin(k:t)] i 2 / cos() - sin(kt) dt

k
0 0
2 2 1 oo
= ;(O —-0)— - [— cos(t)ﬁ cos(k:t)} ) + - /sin(t)k2 cos(kt) dt
0
2(—(-DF-1) 1
=T e

und daher a = —%. (1 Punkt) (a1 = 0, da [ sin(t) cos(t) dt = [ $sin(2¢t)dt = 0.)
0 0

(-1 Punkt, falls a; nicht gesondert berechnet wurde.) Daher ist die Fourrierreihe von f
gegeben durch

2 o204 (DY) 2 o 4
T é m cos(kt) = . + ; m cos(2kt). (1 Punkt)
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3. Aufgabe (5 Punkte)
Gegeben sei der folgende zweidimensionale Teilraum des R<s[z]:

2)

b)

Lisung.

W={ax3+bx—a:a,beR}.

Wiihlen Sie aus der Menge M = {23 + 2x — 1,22 — 2,0, -2 + 1,22 — 1} C R<3[z] eine
Basis D von W aus. Zeigen Sie, dass D eine Basis von W ist.

Begriinden Sie kurz, warum span {x2 - 2} kein Teilraum von W ist.

denn beide Polynome sind aus W (fiir a = 1,b = 2 bzw. a = 1,b = 0). Zwei linear un-
abhingige Polynome bilden eine Basis von W, da dim(WW) = 2 nach Aufgabenstellung.
(1 Punkt) Die beiden Polynome in D sind linear unabhéngig, denn sie sind keine Viel-
fachen voneinander (1 Punkt) , d.h. es gibt kein o € R mit 2® + 22 — 1 = a(—2® + 1).
Somit ist D eine Basis von W.

alternativ lineare Unabhingigkeit:

Zoz. ist ap(23+22 — 1) +aa(—22 +1) =0= a1 = az = 0.

ar(z3+22 — 1) +a(—23+1) = (a1 — a2)2® + 2012 + (—a1 +az) =0
Koeffizientenvergleich fiihrt auf: a; — as = 0, 2a7 = 0, —a1 + as = 0. Aus der zwei-
ten Gleichung folgt a; = 0 und dies in die erste oder dritte Gleichung eingesetzt ergibt
a9 — 0.

Die einzige Losung ist also oy = ag = 0. Somit sind die beiden Polynome in D linear un-
abingig. (1 Punkt) alternativ Basisbeweis: priifen ob gewihltes D linear unabhingig
und erzeugend ist.

(richtiges D + lin. Unabhingigkeit + 2 Punkte Erzeugendensystem)

Fiir Erzeugendensystem beim alternativen Basisbeweis ist entweder z.z., dass D C W und
alle Polynome in W lassen sich durch die beiden Polynome in D darstellen (jeweils ein

Punkt) oder, dass gilt span(D) = W (zwei Punkte): span(D) = span {z® + 2z — 1, —2® + 1} =

{a(x® + 22— 1)+ b(—2® + 1) |a,b € R}
= ={(a—b)a*+2az— (a—b)|a,be R} = {az® +bx —a|a,b e R} =W.

D ist eindeutig. Ggf. Folgefehler bei falsch gewdhltem D beriicksichtigen.

[1 Punkt] span {z? — 2} ist kein Teilraum von W, da 2? — 2 ¢ W, da Polynome in W
keine quadratischen Terme haben. (1 Punkt)
O

a) [4 Punkte] Wihle D = {2® + 2z — 1, —2® + 1}. (1 Punkt) Es gilt D C W (1 Punkt),



4. Aufgabe (12 Punkte)
a) Gegeben sind die Folgen (a,), (by), (¢y) mit
(n—1)

—n n
n =~ 5 by, =3 "sin(n)e", chn=n+ E(—l)”.
Untersuchen Sie diese Folgen auf Konvergenz. Bestimmen Sie gegebenfalls ihren Grenz-

wert oder begriinden Sie ihre Divergenz.

b) Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion: Fiir alle n € N;n > 1, gilt

n

1 n
;(ml)(mz) T 2n+2)

Lésung. a) e [2 Punkte] lim, (§+1) = limy, -0 "2_27?2+1 = (1 Punkt) lim,, 00 1-2/ntl/n? _

5+ 5/n2+1

1(1 Punkt).
e [3 Punkte] limy, 00 by = limy, 00 sin(n)(5)". Da e < 3 und [sin(n)| < 1 (1 Punkt)
man hat 0 < |b,| < (e/3)" (1 Punkt) und lim,(e/3)" = 0 (1 Punkt) damit

limn_)oo bTL — 0.

Die Begriindung, dass eine Folge gegen 0 konvergiert, wenn ein Faktor dies tut ist
nicht ausreichend, z.B. 373" konvergiert gegen 1 bzw. 374" = (4/3)" divergiert
bestimmt gegen co.
e [2 Punkte] Da ¢, > n — 5 = % ist ¢, bestimmt divergent gegen unendlich.
Es reicht nicht als Begriindung, dass ein Teil der Folge divergiert, z.B. n — n ist
konstant 0, aber n divergiert bestimmt gegen oo und —n divergiert bestimmt gegen
—00.
Es reicht auch nicht, wenn aus der bestimmten Divergenz von (n) und |n| > [§(—1)"|
die bestimmte Divergenz von (¢,,) gefolgert wird. Gegenbeispiel: (d,,) mit d,, = n —
1
)

(n — 1) = 1 konvergiert aber (n) — oo und |n| > |n — 1

b) [56 Punkte] Induktionsanfang fiir n = 1.

- 1 11
L.S. = =
kzl(k+1)(k+2) 2-3 6
n 1 1
= = — (1 Punkt
St 2.3 ¢kl
Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung (I.V.) (1 Punkt): Die Aussage gilt fiir ein

beliebiges aber festes n € N.
Induktionsbehauptung (I.Beh.): Die Aussage gilt auch fiir das auf n folgende n + 1:

R.S.

n+1

1 n+1
kzl(k+1)(k+2) T 2(n+3)

n+1 1 n 1 1
L.S der I.Beh. = Zm = ;21 (]{-l- 1)(k+2) + (n_|_2)(n—|—3)
1.V.(1 Punkt) n 1
- 2n+2)  (n+2)(n+3)
nn+3) 2
2(n+2)(n+3)  2(n+2)(n+3)
n?+3n+2  (n+1)(n+2)
2(n+2)(n+3)  2(n+2)(n+3)
n+1

= m = RS der I.Beh (2 Punkte) ]




5. Aufgabe (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

8
2) /xz — 16 dz,

1
b) /(Q—I—x)\/l—i-xdw’

) ] zsin(z) dz.
0

Lésung.  a) [4 Punkte]

Wir bestimmen das Integral mit Hilfe der Partialbruchzerlegung. Der Ansatz lautet

I 1 A N B
12—-16 (zr—4)(x+4) 2x—-4 x+4

(1 Punkt)

Die Zuhaltemethode liefert A = 1 und B = —1. (1 Punkt) Somit ist

8
8 1 1
o 16dx: pe Ry de =In|z —4| —In|z+ 4|+ ¢ (2 Punkte)
mit ¢ € R.
b) [3 Punkte]
Wir substituieren ¢ := /1 + 2. Dann gilt dt = ~—A—dx und 2+ 2 = > + 1. (1 Punkt) Es

2/ 142
folgt

[ ot [t = [ p
_ de= | 2 = | 2
2+2)V1+x (t2+ 1)t 1+t
= 2arctan(t) + ¢ = 2arctan (V1 +z) + ¢ (2 Punkte)

mit ¢ € R.

Falls bei (a) oder (b) die Konstante vergessen wurde, einen Punkt abziehen. Falls beide
Konstanten vergessen worden sind, dann ebenfalls nur einen Punkt insgesamt abziehen.

c) [3 Punkte]
Wir verwenden partielle Integration auf f(z) = z und ¢/(z) = sin(z). (1 Punkt) Dann ist
f'(x) =1, g(x) = — cos(x) und wir erhalten
/7r zsin(z)dr = [z(—cos(x))] — /ﬂ(— cos(z))dx
0 0
= — [zcos(z)]j + [sin(x)]g (1 Punkt)
= —[mcos(m) — 0 - cos(0)] + sin(r) —sin(0) = 7. (1 Punkt)



6. Aufgabe (9 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R — R definiert durch

2?sin (1), falls = # 0,
= {2
0, falls x = 0.

a) Zeigen Sie zunéchst, dass lim z sin (l) = 0 gilt.
z—0 z

b) Zeigen Sie, dass f auf R differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung f’. Begriinden
Sie, dass f auf R stetig ist.

c) Ist f" auf R stetig? Ist f’ auf R differenzierbar?

Hinweis: Es darf verwendet werden, dass lin% cos (%) nicht existiert.
r—r

Lésung.  a) [2 Punkte]
Es gilt

) 1
x sin <>‘ < |z|
T

und deshalb folgt die Behauptung aus dem “Sandwich”-Prinzip und lim, ,ox = 0.
(2 Punkte)
b) [5 Punkte]

Die Funktion f ist fiir © # 0 differenzierbar als Komposition und Produkt differenzier-
barer Funktionen. (1 Punkt) Weiter gilt mit (a)

x—0 x—0 z—0 x rz—0

1
22 sin <>
lim @) = J(0) = lim —— "2 = lim zsin (i) =0. (1 Punkt)

Also ist f in 0 differenzierbar. (1 Punkt) Die Ableitung ist gegeben durch

1 1
, 21 sin <) — cos () , x#0,
fi(z) = x x (1 Punkt)
0, xz=0.

Da eine differenzierbare Funktion immer auch stetig ist und eben gezeigt wurde, dass f
auf ganz R differenzierbar ist, muss f auch auf ganz R stetig sein. (1 Punkt)

c¢) [2 Punkte]

Da die Funktion cos (%) fiir x = 0 nicht stetig ist (siche Hinweis), ist auch f’ in 0 nicht
stetig. (1 Punkt) Aus der Unstetigkeit folgt auch das f’ in 0 nicht differenzierbar ist.
(1 Punkt)

O



7. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben seien die Matrix

1 a 0 2
o -3 2 1 4
=1y 1 0 2q| €K
1 0 0 2

und o € R.

a) Bestimmen Sie det(C) in Abhéngigkeit vom Parameter o mithilfe des Laplaceschen Ent-
wicklungssatzes.

b) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die das homogene lineare Gleichungssystem CZ = 0
unendlich viele Lésungen hat.

¢) Bestimmen Sie det(—2C7T) fiir o = 1.
R Lo 2
Lésung.  a) [4 Punkte] det(C) = = =212 1 2«a|(1 Punkt)
2 1 0 2« nach 3. Sp. 10 9
1 00 2
a2 1 «
wach 5.7, (1' 120|772 1) (1 Punks)

= —2(202 — 2+ 2 — 4a) (1 Punkt)

= —2(202 — 4a) = —4a?® + 8a = a(8 — 4a)(1 Punkt)

Wird die Determinate der 3 x 3 - Matrix nicht mit Laplace, sondern z.B. mit Sarrus be-
stimmt, gibt es maximal noch drei Punkte. Wird Laplace iiberhaupt nicht verwendet
(stattdessen z.B. GauBl), gibt es maximal noch zwei Punkte.

b) [3 Punkte] C# = 0 hat unendlich viele Lésungen, falls die Zeilen/Spalten von C' linear
abhéngig sind, also det(C') = 0 gilt. (1 Punkt)
det(C) = a(8 — 4a) = 0 gilt genau dann wenn o = 0 oder o = 2. (2 Punkte)
Fiir alle anderen a € R ist det(C) # 0 und somit C& = 0 fiir diese eindeutig losbar.

c) [3 Punkte] det(—2CT) = (=2)*det(CT) (1 Punkt) . t(CT)id o) (=2)*det(C) (1 Punkt) =
(—2)*"(a(8 —4a)) = 163(8 —1) =167 = 28 (1 Punkt)

Oé:Z



8. Aufgabe (14 Punkte)
Gegeben seien die Matrix

2 —2 4
B=|0 2 0| cr3
—2 1 4

und der Vektor w = [g] € R3.

2)
b)
)
Q)

)

e

4
Lésung.  a) [3 Punkte] pp(\) = det(B — A - I3) = det 0 2 0]—-AX
4

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix B.
Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und den Eigenraum zum gréfiten Eigenwert.
Ist B diagonalisierbar?
Zeigen Sie, dass W ein Eigenvektor von B ist.
Losen Sie das Anfangswertproblem
7'
y(0) = 7.

S O =
O = O
= o O

—-2—-X =2 4
= det 0 2—A 0

-2 -1 4-X
Laplace —2—-A 4
2 zen0 (27 ) - et <[ —2  4-2)
=2-=XMN[(-2—=X)(4 =) + 8] ((2 Punkte)Rechnung/Antwort)
= (2= M) (A2 =2)\) = —A\(2—N)%= 2% + 402 — 4\
Das charakt. Polynom muss hier nicht ausmultipliziert oder faktorisiert sein, um alle
Punkte zu bekommen.
Keinen Punkt abziehen, falls das char. Polynom mit folgendem Ansatz bestimmt wurde:
pp(\) =det(\-I3 — B) = --- = A\(2 — \)2.

(1 Punkt)

[5 Punkte] Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen von pp(\): A1 = 0 und A\y/3 = 2.
(2 Punkte)

Es muss nachvollziehbar sein, wo die Eigenwerte herkommen. (z.B. Berechnung der Null-
stellen von pp oder pp in Linearfaktoren zerlegt, sodass die Nullstellen abgelesen werden

konnen)
Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist:
—4 -2 4 -4 -2 4
Vi,s = Kern(B — 2+ I3) = Kern 0 0 0 = Kern 0 0 0 =
—2 -1 2|) M 0 0 of) 4
1 3 -1
Kern | [0 O O
00 O
1
= Span |: 1 :| 5 |:0i|
0 1

( Ansatz + (2 Punkte) Rechnung/Antwort)
Fiir einen bzw. zwei Rechenfehlern einen bzw. zwei Punkt(e) abziehen. Folgefehler berticksichtigen.
Falls der Eigenraum zum Eigenwert 0 bestimmt wurde, einen Punkt abziehen:



-2 -2 4 1 0 -2
Vy, = Kern(B — 0 - I3) = Kern 0 2 0 =.--=Kem| [0 1 0 =
-2 -1 4 00 O

span ?)

Wurde mit einem falschen , Eigenwert* (also weder 0 noch 2) versucht einen Eigenraum
zu bestimmen und der Fehler wird vom Studenten bemerkt, gilt das als Folgefehler. Also
keinen Punkt abziehen, falls sonst alles richtig ist. Wird der Fehler nicht bemerkt und
es kommt als ,,Eigenraum® der Nullraum heraus, einen Punkt abziehen, da offensicht-
lich nicht verstanden wurde, was ein Eigenraum ist. Wird nicht der ganze Eigenraum,
sondern nur zwei (bzw. ein) linear unabhéngiger Eigenvektor angegeben, einen Punkt
abziehen.

[3 Punkte] Nach a), b) ist algVFH(A;5) = 2 =dim(V), ,) =geomVFH(A;2), da Ay
doppelte Nullstelle von pp ist und der zugehérige Eigenraum V), J» von zwel linear un-

abhingigen Vektoren aufgespannt wird. (1 Punkt) Da fiir jeden Eigenwert 1 <geomVFH<algVFH

gilt, ist algVFH(A3) = 1 =geomVFH(A3). (1 Punkt) Also stimmt die algVFH mit der
geomVFH fiir alle Eigenwerte von B iiberein und B ist somit diagonalisierbar. (1 Punkt)

Fehlt die Begriindung fiir die Diagonalisierbarkeit, d.h. es wird nur behauptet, gibt es
keinen Punkt.

2 -2 4
[1 Punkt] Bo= |0 2 0 [%}:[3]:2[3} (1 Punkt) = 2
2 1 4 ! ?

Also ist @/ Eigenvektor zum Eigenwert 2.
alternativ: @ € V), ,, denn o = 2 [gﬂ . (1 Punkt) Also ist @ Eigenvektor zum Eigenwert

2.
Die Begriindung muss natiirlich zum in b) bestimmten Eigenraum passen.

[2 Punkte] 7w ist Eigenvektor von B zum Eigenwert 2, (1 Punkt) da B(7w@) = 7 -
2t

Bi) = 7-(2@) =2 (7). §t) = 0. 7[3] (1 Punkt) = | 1§ |

(BE) = T-(20) =2 (10). §it) = 8] (0 Punkt) = [

alternativ 1: 7w € span {w} und somit nach d) ebenfalls Eigenvektor zum Eigenwert 2.

(Losung wie oben)

alternativ 2: 7w ist Linearkombination des nach d) Eigenvektors @ zum Eigenwert 2.

jit) =720 [§] = [, ]

Y N 2] 14¢%t

alternativ 3: Das macht hoffentlich keiner!

Nach ¢) ist B diagonalisierbar. Diagonalisierung B = SDS~! mit D Diagonalmatrix be-

2t
stimmen. Dann ist () = Set=0P 5= 175 = ... = {148%}
14e
(Fiir alternative Losungswege gibt es fiir den Ansatz und fiir die richtige LSung)

Keine Rechenfehler suchen! (z.B. bei der Bestimmung einer Diagonalisierung)



9. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben ist die Funktion g: R — R mit

g(x) = zarctan(x).

Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von g im Entwicklungspunkt zo = 0 und
zeigen Sie, dass fiir « € [—1,1] fiir das Restglied |Ro(z)| < 3 gilt.

Losung. Es gilt

g(x) = xarctan(z), g(0) =0,
¢ (x) = arctan(z) + T2 (1 Punkt) g (0) =0,
1 (1+ 22) — 222 2
"(x) = = 1 Punkt "0)=1+1=2.
SO =Ty e T e rep UPWK g0)=14

Somit folgt
Ty(z) = 2. (3 Punkte)

Fiir das Restglied von T benétigen wir noch die 3. Ableitung von g

8z
" o
Den Punkt nur geben, falls ersichtlich ist, dass die dritte Ableitung wirklich berechnet worden
ist.
und erhalten auf dem Intervall [—1, 1] die Abschétzung

(1 Plnkt) —85 3, (1 Pinkt) 86 3
<1

(1 Punkt) maXee[-1,1] ‘85’ (1 Punkt) 8§ - 4
minge_y(1+€2)%  — 30 3

wobei & zwischen z und 0 liegt.
Keinen Punkt abziehen, falls % nicht vereinfacht wird. Ebenso keinen Punkt abziehen, falls
nicht angegeben wird, in welchem Bereich £ liegt.

O]



Punkte | Note

0-39 | 5,0

40-44 | 4.0

45-48 | 3.7

49-52 | 3.3

5356 | 3.0

57-60 | 2.7

6164 2.3

65-68 | 2.0

69-72 | 1,7

7376 | 1.3

77-80 | 1.0




