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Erklarung:

Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstandig und leserlich aus. Damit erkldren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO be-
kannt sind. Thnen ist aufserdem bewusst, dass ihre Nichterfillung zur Ungiiltigkeit der
Priifung fiihren kann (§63 Abs. 2 Satz 3 AllgStuPO);

e Thnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgemséfe Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§61 Abs.1 AllgStuPO);

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf ge-
nommenen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich Giiltig-
keit hat.

Hinweise:

e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine wei-
teren Hilfsmittel zugelassen.

e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren werden nicht gewertet.

e In Aufgabe 1 ist jeweils die richtige Aussage anzukreuzen. Es ist immer genau eine
Aussage richtig. Bei Ankreuzen mehrerer Aussagen in einer Teilaufgabe gibt es keinen
Punkt.

e In den Aufgaben 2 bis 10 ist nur das Ergebnis gefragt. Geben Sie keine Rechenwege an.

Die Bearbeitungszeit der Klausur betragt 90 Minuten.

In der Klausur sind maximal 60 Punkte erreichbar. Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.

Punkte
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1. Aufgabe (Single Choice) (10 Punkte)

Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. In jeder Teilaufgabe ist genau eine
Antwortmoglichkeit korrekt. Markieren Sie richtige Antworten so: (X oder ). Bei
Ankreuzen mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keinen Punkt. Im Falle einer
Korrektur fiillen Sie bitte Késtchen, die nicht berticksichtigt werden sollen, vollstandig
aus (H).

(a) Wir betrachten drei Folgen

(an)n>1 = ((1 4 cos(mn)) e"),> (bn)n>1 = (% Sin(””)) -
(en)nz1 = ((=1)"2n%) -, -

Welche der folgenden Vektorfolgen konvergiert?
L] (ana bn)nZl
D (bn7bn+1)n21
] (bm Cn)nZl
LI (c2n, can)n>1
(b) Gegeben sei die Menge M = {(x,y) € R? | 0 < y < |sin(x)|}. Welche Aussage ist
wahr?
[] Die Menge M ist offen.
[J Die Menge M ist weder offen noch abgeschlossen.
[] Die Menge M ist offen und abgeschlossen.
[] Die Menge M ist abgeschlossen.
(c) Seien ¥,w: R3 — R3 zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder und f: R? — R
ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld. Ferner sei ¥ quellfrei.
Welches der folgenden Vektorfelder hat immer ein Vektorpotential?
L] v+@
] ¥+ rotw
(] ¥+ grad f
L fo

(d) Die Matrix

b
Il
O N =
|
O = N
- o O

(] positiv definit.

(] negativ definit.

(] indefinit.

[] Keine der vorangegangenen Moglichkeiten

(e) Sei f: R3 — R3 ecine total differenzierbare Abbildung. Welche Aussage gilt dann
nicht in jedem Fall?
[] Die Abbildung f ist stetig.
[] Alle Richtungsableitungen von f existieren.
[] Alle partiellen Ableitungen von f sind stetig.
[] Alle partiellen Ableitungen von f existieren.

(f) Sei @: R® — R? eine zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Welcher der fol-
genden Ausdriicke ist erklart?
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rot(div v)
div(rot v)
grad(rot ¥)
div(grad v)

(g) Wir betrachten das Vektorfeld

oogo

6222 + sin(x?)
F:D—R? F(z,y,2)=| ¢¥+In(y) |,

3 1
2x + = )

wobei D = {(z,y,2) € R3 | y > 0} sei. Besitzt das Vektorfeld F ein Potential?

[J Das Vektorfeld F hat ein globales Potential auf D.

[] Das Vektorfeld F hat kein globales Potential auf D, da rot(,,, . F £ 0 fiir
mindestens ein (z,y,z) € D.

[] Das Vektorfeld F hat nicht unbedingt ein globales Potential auf D, da D nicht

[

konvex ist. . .
Das Vektorfeld F' hat kein globales Potential auf D, da div(,, ) F # 0 fir

mindestens ein (z,y, z) € D.
2
(h) Sei f: R? — R gegeben durch f(z,y) = % fir (z,y) € R2\ {(0,0)} und
x Y

£(0,0) = a fiir ein festes a € R. Dann gilt:

[J f ist stetig genau dann, wenn a = 0.

(] Fiir jedes a € R ist f auf R?\ {(0,0)} stetig, und unstetig in (0,0).

] f ist stetig genau dann, wenn a = 2.

(] f ist stetig differenzierbar genau dann, wenn a = 1, und in diesem Fall gilt

grad o) f = [0 0]".
(i) Sei f: R3 = R, (z,y,2) + sin(z? + 7)y — (5 — 72)%. Dann gilt:

] grad f = 0.
22 cos(x? + 7)
(] rot(grad f) = 0
0
D hmh—)O f(()’ h7 O) — f(07 O’ O) = .

h
[] Es gibt ein Vektorfeld F:R3 - R3, sodass F= grad f.
(j) Sei A € R3*3 eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten \; = 1, Ay = 2,
A3 = 3. Betrachte die Funktion f: R?* — R gegeben durch f(p) = ' - A - i, wobei
P € R? als Spaltenvektor aufgefasst wird. Dann gilt:
[ Es gibt p1,p> € R? mit f(p1) <0 < f(p2).
[ Es gibt kein 5 € R? mit f(p) = 1.
(] Fiir alle pe R?\ {(0,0,0)} gilt f(p) > 0.
] f ist bijektiv.

2. Aufgabe (Topologie und Folgen) (1 Punkt)
Es gilt
4
li T 1 [4]
1m o " . = .
n—oo | SN (2 + 27m) In(n) b

Bestimmen Sie b € R.
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b=
3. Aufgabe (Stetigkeit) (2 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
42202 cos ( 1 )
[ CUNER )i (2,) # (0,0),
. . 5 si 35T
FROR, g - {20 FE
H , fir (z,y) = (0,0).
Bestimmen Sie @ € R und b € R so, dass f auf R? stetig ist.
Dann ist
a= , b=
4. Aufgabe (Differenzierbarkeit) (5 Punkte)

(a) Wir betrachten eine differenzierbare Funktion f: R? — R definiert durch
f(z,y) = 62 + 3sin(z — 1) — 4oy + 3>

a

b] fiir a,b € R.

Berechnen Sie die den Gradienten grad; _) f = [

a = ) b:

Sei 7 = [8] mit ||]] = 1 die Richtung des stirksten Anstiegs von g im Punkt

(1,2). Bestimmen Sie ¢ € R.
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(b) Wir betrachten eine differenzierbare Abbildung f: R? — R? mit

2
f’(x,y) = |:9'g 262—2] .

Berechnen Sie die Richtungsableitung 2—2(1,2) = [Z] in Richtung des Vektors

5:%. [_;]

V5 ’ V5
5. Aufgabe (Taylor, Fehlerschranken, Koordinatensysteme) (7 Punkte)

(a)

Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f: R? — R mit

f(2,-1) =5, gradp 1) f = [_ﬂ :

Das Taylorpolynom 1. Ordnung T} (f) von f im Entwicklungspunkt (2, —1) kann in
der Form
Ti(f)(z,y) = ax + by +c

dargestellt werden. Bestimmen Sie a, b, c € R.

a= , b= , c=

Gegeben seien die Menge M = {(z,y) € R? | =4 < 2 < 3, 2 < y < 5} und eine
differenzierbare Funktion f: M — R mit Gradienten

212
3y .

Bestimmen Sie die kleinsten oberen Schranken a,b € R, sodass

grady f =

%(ﬁ)‘ < a und

0
‘a_]yc(ﬁ)‘ < b fiir alle p'e M gilt.

Die Menge

K:{(a:,y,z) cR? $2+y2+z2§ 1,x§0,y20,z20}
lasst sich in Kugelkoordinaten durch
K = {(r cos(p) sin(f), rsin(y) sin(8),7 cos(h)) € R* | r € [0,1], 6 € [a,b], ¢ € [g,c]}

mit a, b, c € R schreiben. Bestimmen Sie b und c.

b: ’ C =
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6. Aufgabe (Extrema) (8 Punkte)

(a) Sei f: R? - R, (2,y) — x> +y?> + 2 —y — 2. f hat genau einen kritischen Punkt
(z0,Y0), und die Hesse-Matrix von f in diesem Punkt hat die Form

hit h
Hy o) = (2 %))

Es gilt:

;L'(): s y0:

hi1 = . hia=ho = . hoy =

(b) Maximieren Sie h: R? — R, (x,y) + = — y unter der Nebenbedingung
g(z,y) =2* +y* -2=0,
d.h. bestimmen Sie
M = max{h(z,y) | (z,y) € R?: g(z,y) = 0}
sowie das in diesem Fall eindeutige (x1,y1) € R? mit g(x1,y1) = 0, sodass
M = h(z1,11)

gilt.

M = 5 xr] = ) =

7. Aufgabe (Potentiale) (3 Punkte)
Fiir welche Werte von a, b, ¢ € R hat das Vektorfeld
(a® +b)2? + (c+2)y
F:R*5 R (z,9,2)—~ |[(a+1)y>+ (2a+b)z
(? +b)x — (a—2)bz

ein Potential?
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8. Aufgabe (Kurven- und Oberflichenintegrale) (7 Punkte)
(a) Gegeben seien das Vektorfeld

Y
7:R* =R, d(x,y,2)=| 4
-z
4
und die Kurve 7: [0, 1] — R3 mit Parametrisierung ¥(t) = |2t — 1
-3t

Berechnen Sie / U - Eé =
5

(b) Gegeben sei die Funktion
f:R2_>R7 (-T,y)'_) \B/__y

—2t
Der Ansatz zur Berechnung des skalaren Kurvenintegrals fithrt auf das Integral

1
/fds=/ At/ Bt¢ + 4 dt
¥ 0

fiir Konstanten A, B,C € R. Bestimmen Sie A, B und C.

3
und die Kurve 7: [0,1] — R? mit Parametrisierung 5(t) = [ t ] .

A: s B: , C:

(c) Eine Parametrisierung der glatten Fliache F' sowie die Richtung des zugehorigen
vektoriellen Oberflachenelementes sind gegeben durch

-1
" u
71,2 x [1,3] = R®,  Z(u,v) = v , @(u,v) X 8—m(u,v) = 1
ou ov
In(uwv) v
- 1-
Weiterhin sei das Vektorfeld
212
. 3 - He?
w:]0,00[xR xR — R°,  @i(z,y,z2) =
4e*
x

gegeben. Der Ansatz zur Berechnung des Flussintegrals fiithrt auf das Integral

N s pr2
//IDVdO://(au-f-bv)dudv
1)1

F

mit Konstanten a, b, s € R. Bestimmen Sie a, b, s.

a= , b= , S§=
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9. Aufgabe (Mehrdimensionale Integration) (11 Punkte)
(a) Seien
U+ w
RS SR (w,v,w)— | 2w
02
und @ = [0,a] x [0,b] x [0,c] ein Quader mit Seitenldngen a,b,c¢ > 0. Wir fassen

f als Koordinatentransformation auf. Der Flacheninhalt A von f (Q) ist gegeben

durch
A= ///ldxdydz—/// ku 4+ mv + nw) du dv dw

fl@
fiir Konstanten k, m,n € R. Berechnen Sie k, m,n.

k= , m= , n=

Seien G = {(z,y) € R? | 0 <y <z < 1} und g: R? — R eine stetige Funktion.
Stellen Sie die Grenzen fiir die Integration iiber den Bereich G fiir die beiden mog-
lichen Reihenfolgen der Variablen auf (Normalbereiche vom Typ I und II), indem
Sie geeignete Ausdriicke «, 3,7,6 in x und y angeben, sodass gilt:

é/g(:v,y) dwdyZ/()l</jg(:v,y) dw) dyZ/Ol([jg(:v,y) dy) da.

a= . B= , = b=

Sei Z = {(z,y,2) € R® | 2?2 +y? <1, —1 < z < 1} ein Zylinderabschnitt im reellen
Koordinatenraum R3. Durch Ubergang zu Zylinderkoordinaten bei der Koordina-
tentransformation erhalten wir fiir geeignete Zahlen A, B € R mit B > 0:

J[[ o aravas= [ ([7( [ o220+ 2eosorsinte av) ap) o
A

Berechnen Sie die Zahlen A, B:

A= , B:

Es bezeichne P das Parallelogramm mit Ecken (0,0),(2,—1),(2,2),(0,3). Durch
die Abbildung ¥ — AZ mit
2 0
=l

wird das Einheitsquadrat auf das Parallelogramm P abgebildet. Damit gilt fiir das
Integral

// (222 + 4%) dzdy = // )%+ 4(y(u, ))).adudv,

fir a € R. Dann ist

y(u,v) = . a=
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10. Aufgabe (Integralsitze) (6 Punkte)

(a)

(b)

Sei K C R? eine Kugel mit beliebigem Mittelpunkt 7 € R? und beliebigem Radius
R > 0. Im Folgenden sei 0K so parametrisiert, dass das Oberflichenelement nach
aufen zeigt. Sei
Yz + z?
7R =R d(x,y,2)=| -3y
z—3xz

//17-(?5:///(Ax+Byz+1)dxdydz
oK K

fiir Konstanten A, B € R. Berechnen Sie A und B.

Dann gilt

A: y B:

Betrachten Sie das Vektorfeld 7: R? — R?, gegeben durch

(x-1)y
17(37731, Z) = 42(213' - 1)
2y + 24

Die Fliche S C R? im Raum sei eine Einheitskreisscheibe in der z-y-Ebene, para-
metrisiert durch die Abbildung

r cos(p)
Z:[0,1] x [0,271] = S, (r,¢) — | rsin(p)
0
cos(t)
Der Rand 9S von S sei durch 7: [0,27] — R?, ¢ — |sin(¢) | parametrisiert.
0
Das Oberflachenelement der Parametrisierung von S ist gegeben durch
O oy Py = |
87” y P 899 yP) = . ’
fiir eine Konstante £ € R, und es gilt
N 6 —4x .
/17-ds=a-// 0 -dO = abe
g ¢ |4z—ax+b
fiir Konstanten a,b,c¢ € R mit |a| =1 und b > 0.
Berechnen Sie &, a, b, c:
R = y a = s b= c =




