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1. Aufgabe 13 Punkte

\ . . N . - L) Y \ / ) B
Es sei die Funktion f: R - R, f(x,y):=eY(x° + y°) gegeben.

(1)

(i1)

(1)

Bestimmen Sie den Gradienten grad. f und die Hessematrix Hesszf von f.

Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f. Untersuchen Sie hierbei auch jeweils, ob es sich um ein
lokales Minimum, lokales Maximum oder einen Sattelpunkt handelt.

. s 3a . N — O 9 SRS

Es sei die Menge K = {(x,y) € R® | 2* + y* < 9} gegeben.

(a) Besitzt die Funktion f eingeschrinkt auf die Menge K ein globales Minimum und ein globales
Maximum? Begriinden Sie kurz.

(b) Mit dem Lagrangeverfahren wurden fiir den Rand von K die Punkte P, = (0,3) und P, = (0, —3)
bestimmt (dies muss nicht nachgerechnet werden). Geben Sie alle Stellen an, an denen f einge-
schrankt auf die Menge K ein globales Extremum annimmt und entscheiden Sie jeweils, ob es sich
um das globale Minimum oder das globale Maximum handelt.

(ii)

(iii)

(2 Punkte) Der Gradient und die Hessematrix sind gegeben durch

2
. f = ¥
gra‘dm f=e (Zy + 22 + yz) ;

2 2x
f — oY
Hesszf = e (2:1: dy+22 + 4%+ 2) :

(6 Punkte) Die kritischen Punkte sind alle Punkte (z, ), fiir die gilt Vf(z,y) = 0, also

oY 2x (0
u 42 +y*)  \0/)°

Wegen e¥ # 0 fiir alle y € R folgt aus der ersten Gleichung e¥2x = 0 direkt = = (0. Eingesetzen in
die zweite Gleichung liefert y* 4+ 2y = 0 , also y = —2 oder y = 0. Damit folgen die kritischen Punkte
(xay) - (Oa _2) und (:13, y) - (030)

Setzen wir den Punkt (x,y) = (0,0) in die Hessematrix ein, so erhalten wir

2 0
Hess(g,0)f = (0 2) -

Durch z.B. direktes Ablesen der Eigenwerte folgt, dass die Matrix positiv-definit ist und dass es sich
somit um ein lokales Minimum handelt.
Setzen wir den Punkt (x,y) = (0, —2) in die Hessematrix ein, so erhalten wir

202 0
HeSS(()e_g)f = ( 0 —28_2) .

Durch z.B. direktes Ablesen der Eigenwerte folgt, dass die Matrix indefinit ist und dass es sich somit
um einen Sattelpunkt handelt.

(243 Punkte)
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(a) Die Menge K ist kompakt und f ist als Komposition stetiger Funktionen wieder eine stetige Funk-
tion. Damit nimmt f nach dem Satz iiber Minimum und Maximum auf K ein globales Maximum
und ein globales Minimum an.

(b) Als kritische Punkte kommen alle kritischen Punkte im Inneren von K und die Punkte aus dem
Lagrangeverfahren in Betracht. Fiir die kritischen Punkte stellen wir fest, dass das lokale Minimum

bei P; = (0,0) den Funktionswert f(0,0) = 0 besitzt und (0, 0) offenbar in K liegt.
Weiter gilt f(P;) = 9¢% > f(Py) = 9¢=2 > f(0,0) = 0. Daher muss bei (0,0) ein globales
Minimum vorliegen und bei P, ein globales Maximum.

2. Aufgabe 9 Punkte

(i) Entscheiden Sie (ohne Begriindung), ob die folgenden Mengen konvex sind:

Dy = {(z,y,2) € R | x4 ,1_/2 F2? < 1},
Dy :={(z,y,2) e R’ | 2® + y* + 2% > 1},

11<p<2,0<¢<2m).

D3 := {(pcos(¢), psin(¢)) € R

(ii) Es seien das Skalarfeld v und das Vektorfeld @ definiert durch

v: R® - R, (z,y,2) — xzcos(mz?) + ye Y, R R, (z,y,2) — grad ., , ., v.

(a) Geben Sie ein Potential u von w an, fiir das «(0,0,0) = 7 gilt.

(b) Berechnen Sie das Integral [. (), ds) iiber die Kurve mit der Parametrisierung

il
- 3 2 43\ 7
Yi:[0,1] — R”, te (1 22 t7)
(c) Wie dndern sich das Integral in (b), wenn statt iiber 7, iiber die Kurve mit der folgenden Parame-
trisierung integiert wird:
e y - — ¢ 20110~
Yo: [0,1] = R?, t— (1 —t2019),

(d) Fiir ein stetiges Skalarfeld f: R® — R gelte I“l f ds = 42. Welchen Wert nimmt das Integral [. fds
an.

(i) (3 Punkte)

e [, ist konvex.
e [)y ist nicht konvex.

e [, ist nicht konvex.
(ii) (2424141 Punkte)
(a) Aus der Aufgabenstellung erkennen wir direkt, dass fiir jedes ¢ € R ein Potential durch
u(z,y,z) = —v(x,y,z) +c

gegeben ist . Damit 7 = u(0,0,0) = —v(0,0,0) 4+ ¢ = ¢ gilt, miissen wir also ¢ = 7 wihlen. Damit
ist das gesuchte Potential

u(zx,y, z) = —xzcos(mz?) —ye ¥ + .

(b) Weil « ein Potential besitzt, sind die gesuchten Integrale wegunabhingig und kénnen mit dem
Potential bzw. der Stammfunktion berechnet werden. Es gilt daher

/ (i, ds) = v(F1 (1)) — v(71(0)) = v(1,1,1) —v(1,0,0) =e ' —1—-0=e"1 - 1.

—

o
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(¢) Da 45 eine Paramatrisierung der Kurve von 4; mit umgekehrter Durchlaufrichtung ist, folgt
- 1 -1
(wW,ds) =1—e .
T

(d) Da beim skalaren Kurvenintegral die Durchlaufrichtung der Kurve keine Rolle spielt gilt

3. Aufgabe 10 Punkte

(i) Gegeben sei die Menge B := {(z,y) e R* | 0<y <1,y <ax <1},

(a) Skizzieren Sie die Menge B. Achten Sie auf eine vollstindige Beschriftung der Skizze.
(b) Geben Sie Funktionen g(x) und h(x) an, sodass gilt
/), { l:,'I“ !/ ‘:| |:_ J:-'»_‘“ () i— .1‘ i_ l. .(/‘I.-I.'nl i_ '// i_ }“,..1..,' }.'

(c) Berechnen Sie || ycos(z*)dxdy unter Verwendung einer geeingeten Integrationsreihenfolge.

B
(ii) Es sei der Quader Q = {(z,y,2) e R* |0 <2 <1,0<y <2,0 <z <3} gegeben und 9Q bezeichne den
land von (). Weiter seil
Ty
o R — R (z,y,z) = | yz
Al K

Berechnen Sie [[ (v, dO).
r.)(‘_;)

(i) (14243 Punkte)

(a) Eine Skizze fiir B sieht wie folgt aus:

0.8
0.6
0.4
= 0.2

0 02040608 1
x
(b) Es gilt
B={(z,y)eR*|0<2<1,0 <y<z}.
(¢) Da f stetig und B kompakt ist, konnen wir das Integral zuriickfithren auf Integrale iiber eine
Integrationsvariable. Wir erhalen

1 v ) 1 1 . ) y=+/T
//f(:r., y) dedy = / / ycos(z?)dy | do = / liyz cos(:r.‘z)] dx
J. Jo \Jo
B

1

1 1
= 5/ zcos(z?)dx = / 2z cos(x?) da.
Jo

1
4 Jo
Per Substitution erhalten wir

2 A 2z cos(z®)dx = y /0 cos(t)dx = y [sin(t)]t;o = Esin(l).

Es folgt [[ f(z,y) dedy = % sin(1).
B
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(ii) (4 Punkte) Es gilt
divo(z,y,z) = y+ z + .

Nach dem Satz von Gaufl und dem Satz von Fubini erhalten wir damit

3 2 pl
//(ﬁ,db)=///div(6)dxdydz =///m+y+zdxdydz=18.
o Jo Jo
Q

oQ

4. Aufgabe 10 Punkte

(i) In den Abbildungen Z1 und Z2 sind Korper in Zvlinderkoordinaten angegeben. Entscheiden Sie jeweils,
ob es sich bei den den zugehorigen Korpern in kartesischen Koordinaten um Ellipsoide, Kegel, Kugeln,
Pyramiden, Quader, Wiirfel oder Zylinder handelt.

4 4
Z R Z
2 ) 2
3n
2n
o n ¢ 0
. 0
0
Z1 72
(ii) Berechnen Sie
z°+y? : | | Ve 2 | 1 < 2 2 S .
// e” 7Y dexdy wobel A= {(1 y)eR |1 <z +y“ <4, x> 1/}.

(i) (242 Punkte) Z1 ist ein Zylinder , Z2 ist ein Kegel.
(ii) (6 Punkte)

w/4 2 /4 p=2
// e ¥ dx dy = / / epzpdp do = / [16"2] do = E(e4 —e')
—37/4J1 —3%/4 2 p=1 2

A

5. Aufgabe 12 Punkte

(i) Es sei folgende Funktion gegeben:

exp ('-’,;) , falls x # 0,

f:R? 5 R, (x,y)
1, falls x = 0.

(a) Berechnen Sie limj_, f(%. }—1,') und limg_, o f( }l %)
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(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Die Funktion f ist stetig in (0,0).
(¢) Ist f partiell differenzierbar in (0,0)7 Berechnen Sie gegebenenfalls die partiellen Ableitungen.
(d) Ist f (total) differenzierbar in (0,0)?7 Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

| . ) . / . 9 .
(i1) Es sel g: R — R, g(x,vy) x? 4+ y?. Zeigen Sie mit der Definition der Differenzierbarkeit, dass die
Ableitung von g durch ¢'(z,y) = (2¢ 2y) gegeben ist.

(i) (a) (2 Punkte)
Fiir die Folge 7 = (3, 1) gilt

1
lim f(7y) = hm exp (f) = lim exp(3) = exp(0) = 1.

k— oo k— oo k—oo

Im vorletzten Schritt wurde benutzt, dass die Exponentialfunktion stetig ist.

Fiir die Folge 7). = (%, \/LI) gilt

klim flyr) = 11111 exp( ) = lim exp(l) = e.
c—+00

k—oo

7| | 221

(b) (|1]) Die Funktion f ist nicht stetig in (0, 0).

Dies kann man mit den Folgen der vorigen Teilaufgabe begriinden:

lim 7 = (0,0) jedoch lim g(yi) =e# 1= g(0,0).
k— oo k— o0

(¢) (4 Punkte) Beide partiellen Ableitungen existieren in (0,0) :

0
— 7)) —1
—0 h h—0 h h—0 h
o 00+ f0.0) -1 0
ay "0 ,113}, 7 =i T imp =

(d) (1)) Da die Funktion nicht stetig ist, ist sie auch nicht total differenzierbar ist.

(ii) (4 Punkte)

e Nachpriifen der Differenzierbarkeit:
Ziel ist es die Differenzierbarkeit von g mit Hilfe der Definition nachpriifen. D .h. es ist zu iiberpriifen,

ob
Fe hler
lim

Ai—0 ||AZ||

gilt, wobei AZ = (Ax, Ay)?. Dafiir muss zuerst der Fehler berechnet werden.

e Berechnung des Fehlers:
Da die Ableitung schon gegeben ist, kann der Fehler direkt mittels Formel berechnet werden:

Fehler = g(x + Az, y + Ay) — g(z,y) — ¢' (=, y) (Ax)

(x + A:z:)2 + (y + Ay)2 — 2% —y? = 2xAx — 2yAy
(Az)* + (Ay)®.

e Berechnung des Grenzwertes:
Wir rechnen nach:
Fehler (Az)? + (Ay)?

lim =  lim = lim Ax)? + (Ay)? = 0.
AT—0 ||AZ| (A-'E Ay)—0 \/ A.’I})z (Ay)2 (Az,Ay)—0 \/( ) (Ay)

o



Analysis II fiir Ingenieurwissenschaften - Juli-Klausur SoSe 19 - Losungsskizze

6. Aufgabe 6 Punkte

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen immer wahr oder im Allgemeinen falsch sind. Geben Sie fiir wahre

Aussagen eine Begriindung und fiir falsche ein konkretes Gegenbeispiel an.

(1)

v . .9 . . . . (T o o — o = - \
Sei f: R* — R zweimal stetig differenzierbar und ein Punkt 7y mit grad; f = 0 und det(Hessz, f) < 0.
Dann hat f in 7, einen Sattelpunkt.

1 4 A = wnT . . . ‘
Sei A C R” eine nicht-offene Menge. Dann ist A abgeschlossen.

Sei 7 : G — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Falls G eine offene und konvexe Menge ist, so
besitzt U ein Potential.

(ii)

(iii)

(2 Punkte) Die Aussage ist wahr, denn 7 ist ein kritischer Punkt und das Produkt der Eigenwerte von
Hessz, ¢ ist durch det(Hessz, g) gegeben. Damit hat Hessz, g genau einen positiven und einen negativen
Eigenwert. Es liegt in Ty also ein Sattelpunkt vor.

(2 Punkte) Die Aussage ist falsch. Mengen kénnen sowohl nicht-offen als auch nicht abgeschlossen sein.
Ein Beispiel ist die Menge
A=10,1) x[0,1) C R?,

(2 Punkte) Die Aussage ist falsch. Da GG offen und konvex ist, besitzt ¥ nur dann ein Potential, falls
rotv # (. Ein Gegenbeispiel ist z.B.:

mit rot& # 0.



