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Erklarung:

Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstédndig und leserlich aus. Damit erkldren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO be-
kannt sind. Thnen ist auflerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der
Priifung fiihren kann (§63 Abs. 2 Satz 3 AllgStuPO);

e [hnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméfe Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§61 Abs. 1 AllgStuPO);

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf ge-
nommenen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich Giiltig-
keit hat.

Hinwelise:

e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine wei-
teren Hilfsmittel zugelassen.

e Schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen und Thre Matrikelnummer.
e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren werden nicht gewertet.

e In Aufgabe 1 ist jeweils die richtige Aussage anzukreuzen. Es ist immer genau eine
Aussage richtig. Bei Ankreuzen mehrerer Aussagen in einer Teilaufgabe gibt es keinen
Punkt.

e In den Aufgaben 2 bis 10 ist nur das Ergebnis gefragt. Geben Sie keine Rechenwege an.

Die Bearbeitungszeit der Klausur betragt 90 Minuten.

In der Klausur sind maximal 60 Punkte erreichbar. Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.

Punkte
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1. Aufgabe (Single Choice) (11 Punkte)

Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. In jeder Teilaufgabe ist genau eine
Antwortmoglichkeit korrekt. Markieren Sie richtige Antworten so: (X oder ). Bei
Ankreuzen mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keinen Punkt. Im Falle einer
Korrektur fiillen Sie bitte Késtchen, die nicht beriicksichtigt werden sollen, vollsténdig
aus (H).

(a)

Gegeben sei die Menge
M = {(x,y,2) €R*| 0 < 2 < 2® +3*}.

Welche Aussage ist wahr?

[] Die Menge M ist offen.

[] Die Menge M ist abgeschlossen.

[] Die Menge M ist weder offen noch abgeschlossen.
[] Die Menge M ist offen und abgeschlossen.
Welche Aussage ist wahr?

] Die Menge M ist beschrankt.

[] Die Menge M ist unbeschrankt.

Gegeben sei die Folge (@p)neny € R? mit

3n?
5 n3+7n
Ay, =
cos(mn)

Welche Aussage ist wahr?

[] Die Folge (@ )nen konvergiert.
L] Die Folge (@,)nen divergiert, besitzt aber eine konvergente Teilfolge.
[] Die Folge (@ )nen divergiert und besitzt keine konvergente Teilfolge.

Gegeben ist die Funktion
y3
FiRZ SR flay) =47 fiir z 7 0;
1 fir x = 0.

)

Ist f im Punkt (0,0) stetig?
L] Ja, f ist im Punkt (0,0) stetig. Fiir alle Nullfolgen (nik’ nik)

gilt
11
limf< >=hmei:e0=1,

n—00 nk ’ nk n—00

neN,ke{l,Q,...},

also existiert der Grenzwert lim(, ), (0,0) f(%,y) und ist gleich dem Funktions-
wert f(0,0).
[] Nein, f ist im Punkt (0,0) nicht stetig. Es gilt zum Beispiel fiir die Nullfolge

11
(n—3, ﬁ)neN’ dass
1 1 3
f <37> :en
n3’'n

ist, somit kann der Grenzwert lim, ,y_,(,0) f(¥,y) nicht existieren.

[] Nein, f ist im Punkt (0,0) nicht stetig. Der Grenzwert lim, ,y_.(,0) f(2,¥)
existiert zwar, da nach mehrfacher Anwendung der Regel von de L’Hospital
gilt, dass

3
lim 6%2 = lim e21 =e
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

ist, dies entspricht aber nicht dem im Nullpunkt definierten Funktionswert.
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(d)

Es sei K ein Kreiskegel mit Kegelspitze (0, 2,0), dessen Grundflache durch einen in
der Ebene y = 0 befindlichen Kreis mit Radius 4 und Mittelpunkt (0, 0,0) gegeben
ist. Welche Menge ist eine Beschreibung von K7

0 K = {(rcos(p),rsin(p),z) € R3 | ¢ € 0,27], 2 € [0,2], 0 < r < 2z};
O K = {(rcos(p),y,rsin(p)) € R3 | p €[0,27], y €[0,2], 0 < r < 4 —2y};
0 K = {(rcos(¢),y,rsin(p)) € R® | v €[0,27], y € [0,2], r € [0,4]}.

Gegeben seien die Menge
M = {(z,y) eR*|2< 2% +4* <5}

und eine Funktion f: M — R, die stetig ist auf M und im Inneren von M zwei-
mal stetig partiell differenzierbar ist. Welche der folgenden Aussagen ist dann im
Allgemeinen wahr?

[] Die Funktion f nimmt im Inneren von M mindestens ein globales Minimum

und Maximum an.
[] Die Funktion f nimmt im Inneren von M mindestens ein lokales Minimum und

Maximum an.
[] Die Funktion f nimmt in M kein lokales Minimum oder Maximum an.

[] Die Funktion hat nicht notwendigerweise globale Extrema in M.
Seien f, g : R3 — R zwei differenzierbare Funktionen. Stellen wir das Gleichungs-

system der Lagrange-Multiplikatoren unter der Nebenbedingung g(x, y, z) = 0 auf,
so erhalten wir

grad(x,y,z)f =A- grad(z,y,z)g mit g(l’, Y, Z) = 0.

Welche Aussage ist wahr?

[ Auch jede andere Funktion f = f + ¢ mit ¢ € R wiirde auf das gleiche Glei-
chungssystem fiihren.

[J Auch jede andere Funktion f(z,y,z) = f(x,y,2) + C(z) mit C : R — R stetig
wiirde auf das gleiche Gleichungssystem fiihren.

[] Auch jede andere Nebenbedingung g(x,y, z) = g(z,y, z) + ¢ = 0 wiirde auf das
gleiche Gleichungssystem fiihren.

Es sei #y € R? ein fester Punkt und es sei f : R? — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion mit gradz, f = 0. Sei ferner

Hessz, [ = (g _01> .

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

[] Die Funktion f nimmt ein lokales Maximum in #; an.

[] Die Funktion f nimmt ein lokales Minimum in Z; an.

[] Die Funktion f hat einen Sattelpunkt in .

[] Wir kénnen keine der obigen Aussagen treffen.

Im Folgenden bezeichnet @ : R? — R3 ein Vektorfeld mit stetigen zweiten partiellen
Ableitungen. Geben Sie an, welcher der Ausdriicke nicht definiert ist:
L] rot(grad(v));

L1 grad(div(?));

L1 div(rot(v));

L1 rot(rot(?)).
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(i) Bestimmen Sie alle Funktionen f : R? — R, fiir die das Vektorfeld

17:R3—>R3;

f(:U?y?z)
az2+z
Y+ z

(x,y,2) =

ein Potential u;y : R3 — R besitzt.
Das Vektorfeld v hat ein Potential genau dann, wenn f die folgende Form hat:

L) fz,y,2) = 22y + C(z, 2);

O f(x7y7 Z) = 2 + C(:U?Z);

O fz,y,2) = 2%y + C(z,2);

U f(z,y,2) =22y + C(z).
Wir betrachten die Kurve

7:[0,1] — R,

0= (1)

Kreuzen Sie an, welche der folgenden Parametrisierungen 7j;, i € {1,2,3,4}, die-

(2):
()

selbe Kurve wie 4 beschreibt:

O e [0,3] = R% u(t) =
O 0,2 = R% p(t) =
O 75 [0,3] = R?% ijs(t)

72 0,2] = R% a(t) =

t

(

2t) _

[] Keine der Parametrisierungen 7j;, i € {1,2, 3,4}, beschreibt dieselbe Kurve wie

7.
2. Aufgabe (Topologie und Folgen) (2 Punkte)
Es gilt
“n 1
lim ,e +2-3n — (¢ .
n—oo \sin (2mn — I) b
Bestimmen Sie a,b € R.
Es gilt a = und b =
3. Aufgabe (Stetigkeit) (2 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
3
7 fiir (2,y) # (0,0);
) why? sin(2y?)

a
L\

fir (z,y) = (0,0).

)

Bestimmen Sie a € R und b € R so, dass fauf R? stetig ist.

und b =

Es ist a =
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4. Aufgabe (Differenzierbarkeit) (8 Punkte)

(a) Sei
FiRZ SR, flz,y) =" cos(3y + 1).
Bestimmen Sie die Konstanten A, B € R des Gradienten

Aze™ cos(3y + 1)
d =
grad.y) f ( Be® sin(3y + 1)

sowie die Konstanten a, b, c,d € R der Hessematrix

3;2 2 J?2 3;2 )
Hessy ) f = <ae cos(3y + 1) + bx“e™ cos(3y + 1) cxe” sin(3y + 1)) ‘

—6ze™ sin(3y + 1) de™ cos(3y + 1)
Es gilt
A= ;. B = ;
a= ;b = ;o c= ;o d=
(b) Sei

f:R? 5 R; f(a:,y):$2+y.

i. Berechnen Sie die Richtungsableitung %(6) von f in Richtung von

L 1 /1 : - (2
U—\/g(2> im Punkt a—(3>.

Es gilt 9L(a) =

ii. Berechnen Sie die erste partielle Ableitung %(6) von f, wobei @ wie oben

gegeben ist, also @ = <§>

Es gilt %(d’):

5. Aufgabe (Taylor, Fehlerschranken, Koordinatensysteme) (4 Punkte)

(a) Wir betrachten eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f: R? — R
mit

3 —6 3
f(1,0) =3, grad(l,o)f = < _9 >7 HeSS(I,O)f = < 3 92 )

Das Taylorpolynom 2. Ordnung 75(f) von f im Entwicklungspunkt (1,0) kann in
der Form

(Tof)(z,y) =3+3(x—1) =2y + a(z —1)2 + bz — 1)y + 12

dargestellt werden. Bestimmen Sie a,b € R. Es gilt:

a = 5 b:
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(b)

Gegeben sei eine Funktion f : {(z,y) € R? |2 <2 <3, -1 <y < 3} — R mit
Gradienten
LU3
grad; f = (—y) .

Bestimmen Sie a,b € R moglichst klein, sodass ‘%(ﬁ)‘ < a und ’%(ﬁ)‘ < b fiir
alle g€ {(z,y) eR? |2< 2 <3, -1 <y <3} gilt.

Esist a = und b =

6. Aufgabe (Extrema) (4 Punkte)

(a)

Gegeben sei die Funktion

f:RZS R, flx,y) = (z+1)°+3@1° + 1)

—

und der kritische Punkt Zy.; = (—1,0) € R? von f, das heisst, es gilt gradfkrit f=0.
Die Hesse-Matrix von f an der Stelle @, sei dargestellt durch

a 0
Hessz, ., f = (O b> .

Bestimmen Sie a und b.

Esist a = und b =

Seien

JIRP SR fla,y,2) = e’y + Beos(y)z,

mit A, B € R, und
g: R =R g(z,y,2) =22 +y> + 22— 1.

Stellen wir das Gleichungssystem der Lagrange-Multiplikatoren auf, so erhalten
wir

(1) 10zy = 2\x;
(2) 522 — Tsin(y)z = 2)y;
(3) 7cos(y) = 2Xz,

und die Nebenbedingung g(zx,y, z) = 0.
Bestimmen Sie A und B.

Es gilt A = und B =
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7. Aufgabe (Potentiale) (2 Punkte)
Sei
—3zy
7:R* - R §(x,y,2) = | 2%¢* — 8z cos(z)
3yz
ein Vektorfeld. Bestimmen Sie a,b € R, so dass das Vektorfeld
x2e?
W:RY 5 R Wiz, y,2) = aryz
b2 cos(z) + 1
ein Vektorpotential von ¥ ist.
Es gilt a = und b =
8. Aufgabe (Kurven- und Oberfldchenintegrale) (10 Punkte)
(a) Seien

S 2 2.7 = o)
7:R° =2 R ; U(xay) - <Sin(x + 3y)>

und

72w 50 - (7).

Schreiben wir das Kurvenintegral von ¢ entlang von 4 hin, so erhalten wir

—

/17~ s = /2(a cos(2t) + 3t sin(b(t)))dt.
1

—

Y

Bestimmen Sie a € R und die stetige Funktion b : R — R.

Es gilt a = und b(t) =

(b) Notieren Sie das Integral

2 x?
/ / xdydx
0 JoO
b pd
/ / zdzxdy

mit geeigneten Grenzen a, b, ¢, d, die von x oder y abhéngen kénnen.

in der Form

Es gilt a = , b= ,C= ,d=
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(c¢) Eine Parametrisierung der Mantelfliche M eines Kegels ist gegeben durch

r cos(¢)
7:[0,1] x [0,27] = R?; ij(r,¢) = | rsin(¢)
1—7r
Der Ansatz zur Berechnung des Flachenintegrals der Funktion

FRI SRy flz,y,2) = (2% +y%)2°

fithrt auf das Integral

2m a on on
J[ sio= [ [[a=reet| .0 < 2000 e
o¢
2
= A/ / (1 — r)%rbrédrdg

o Jo
fiir a,b,c, A € R. Bestimmen Sie a, b, ¢, A.
Es gilt a = , b= , C= , A=

9. Aufgabe (Mehrdimensionale Integration) (8 Punkte)

Gegeben seien die Menge
K ={(z,y,2) e R’ |1 <a® +y* + 2> <9}

und die Funktion
fiK =Ry f(z,y2)=2>+y"

Unter Verwendung der Kugelkoordinaten
rsin(6) cos(p)
O(r,0,p) = | rsin(0) sin(yp)
r cos(f)

erhalten wir

/ // f@,y, 2)dedydz = /027r /a b / N sin®(p) cos!(p) sin™ () drdfdy
K

fir a,b,¢,d, j,k,[,m € R.
Bestimmen Sie a, b, ¢, d, j, k,l,m. Es gilt
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10. Aufgabe (Integralsitze) (9 Punkte)

(a)

Sei K = {(x,y,2) € R® | 22+ 4%+ 22 <9, 2 > 0} die obere Halbkugel mit Radius
r = 3. Im Folgenden sei 0K so parametrisiert, dass das Oberflichenelement nach
aufen zeigt. Sei ferner

20 —y
7:R3 =R O(x,y,2) = 3y
2

Bestimmen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauss a € R so, dass

// #-dO = a - Volumen(K).
oK

ist.
Es gilt a =
Seien
K={(z,y,2) eR*|a? +4* <2,y >0,0< 2 <3}
und
22 4 o2
7:R* 5 R d(x,y,2) = z
0

Bestimmen Sie unter Verwendung der Zylinderkoordinaten und des Satzes von
Gauss die Konstanten a, b, ¢ € R, wobei

a w3
// v-dO = / / / bre cos(p)dzdpdr
oK o Jo Jo

ist. Der Rand 0K von K sei dabei so parametrisiert, dass die Normale auf 0K
nach aussen zeigt.

Es gilt a = , b= ,c=
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(c) Betrachten Sie das Vektorfeld v': R® — R3, gegeben durch

Yz
U(z,y,z) = | 3xz
—2xy

Es sei F' eine glatte Fldche mit der Randkurve OF parametrisiert durch

cos(2t)
3ty [0.7] 5 B () = [ sin(2t)
1
Es gilt

™

/17~ ds = /(a cosP(2t) + bsin?(2t)) dt
5 0

mit Konstanten a, b, p € R. Bestimmen Sie a,b,p € R.

Es gilt a = , b= und p =

Andererseits gilt nach dem Satz von Stokes
cx B
/U~d§:// dy | -dO

3 g 2z

mit Konstanten ¢, d € R.

Dann ist ¢ = ,d=
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