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A4 Blättern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene Klausuren können nicht ge-
wertet werden.
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1. Aufgabe 10 Punkte

Finden Sie die Möbiustransformation T (z) = az+b
cz+d

= w, für die:

T (−1) = 0, T (ι) = 2ι, T (1 + ι) = 1− ι .

Sei ∆ die Gerade, die durch z1 = 0 und z2 = 1
4

+ 5
4
ι läuft. Wie wird ∆ durch T

transformiert?

Aus T (−1) = 0 folgt, daß T von der Art T (z) = z+1
cz+d

ist, und wir müssen nur
noch die Koeffizienten c und d bestimmen.
Die Bedingungen T (ι) = 2ι, T (1 + ι) = 1− ι lassen sich übersetzen als{ 1+ι

ιc+d
= 2ι

2+ι
(ι+1)c+d

= 1− ι
, also:

{
−2c + (2ι)d = 1 + ι
2c + (1− ι)d = 2 + ι

Dieses System hat als einzige Lösung: c = 2ι, d = 5
2
− ι

2
, also erhalten wir

T (z) =
z + 1

2ιz + (5
2
− ι

2
)
.

Aus 2ιz2 + (5
2
− ι

2
) = ι

2
− 5

2
+ (5

2
− ι

2
) = 0 folgt T (z2) = ∞, also muß T (∆) eine

Gerade ∆′ sein; ∆′ läuft durch T (∞) = 1
2ι

= − ι
2

und T (0) = 1
5
2
− ι

2

= 5
13

+ ι
13

.

2. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie mittels Residuenkalkül die inverse Laplace-Transformierte von

F (s) =
sin s

s3 + 1
.

Aus der Vorlesung wissen wir, daß die inverse Laplace-Transformierte f sich ge-
winnen lässt durch die Gleichung

f(t) =
n∑

k=1

Res
(
F (z) · etz; zk

)
,

wobei z1, . . . , zn die (endlich vielen) Polstellen von F (z) · etz in der komplexen
Ebene sind. (Die notwendigen Bedingungen zur Gültigkeit solcher Inversionsfor-
mel sind hier erfüllt, siehe Skript).

Hier hat man drei Polstellen der Ordnung eins, nämlich eι
(1+2k)π

3 für k = 0, 1, 2,
also z1 = eι π

3 , z2 = eι 3π
3 = −1 und z3 = eι 5π

3 = e−ι π
3 = z1. Für k = 0, 1, 2 erhält

man also:

Res
(
F (z) · etz; eι

(1+2k)π
3

)
=

etz sin z

3z2

∣∣∣∣
z=eι

(1+2k)π
3

und dann

f(t) =
1

3

{
sin(eιπ/3)eeιπ/3te−2ιπ/3 + sin(e−ιπ/3)ee−ιπ/3te2ιπ/3 + sin(−1)e−t

}



3. Aufgabe 10 Punkte

Man gebe die Laurent-Reihenentwicklung von h(z) = ez

z−1
in den Konvergenzbe-

reichen K1 : |z| < 1 und K2 : |z| > 1 an.

Im Konvergenzbereich K1 ist die gesuchte Laurent-Reihe einfach eine Taylor-
Reihe:

∀z ∈ K1, h(z) =

(
−

∞∑
k=0

zk

)
·

(
∞∑
l=0

zl

l!

)
= −

∞∑
n=0

(
n∑

l=0

1

l!
)zn =

+∞∑
n=−∞

cnz
n,

wobei cn = 0 falls n < 0 und cn = −
∑n

l=0
1
l!

falls n ≥ 0.
Im Konvergenzbereich K2 hat man stattdessen:

h(z) =
1

z
· 1

1− 1
z

· ez =
1

z
·
∞∑

k=0

(1/z)k ·
∞∑
l=0

zl

l!
=

∞∑
l=0

∞∑
k=0

zl−k−1

l!
=

∞∑
n=0

dnz
n,

wobei

dn =
+∞∑

l=max(0;n+1)

1

l!
=

{∑+∞
l=0

1
l!

= e, falls n < 0∑+∞
l=n+1

1
l!
, falls n ≥ 0.

4. Aufgabe 10 Punkte

Finden Sie die Folge f = (fn)n≥0 für die:

Z[f ](z) =
z2

z2 − 1
, (|z| > 1).

(Hinweis: die Funktion G gegeben durch G(w) = Z[f ](1/w) lässt sich an der
Stelle w = 0 fortsetzen, und besitzt eine Taylorreihe im Bereich |w| < 1).

G(w) = w−2

w−2−1
= 1

1−w2 besitzt die Taylorreihe
∑+∞

m=0 w2m im Bereich |w| < 1,
andererseits hat man auch per Definition (für w 6= 0)

G(w) = Z[f ](
1

w
) =

+∞∑
n=0

fn · (
1

w
)−n =

+∞∑
n=0

fnw
n,

also gilt (Eindeutigkeit der Taylorreihe von G im Bereich |w| < 1)

fn =

{
0, falls n ungerade ist,

1, falls n gerade ist.


