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1. Aufgabe 9 Punkte

Es ist ∂u
∂x

= 3e3x cos(ay), ∂2u
∂x2 = 9e3x cos(ay),

∂u
∂y

= −ae3x sin(ay) und ∂2u
∂y2 = −a2e3x cos(ay).

Damit ist ∆u(x, y) = (9− a2)e3x cos(ay).

Die Funktion u ist dann für a = 3 harmonisch.

Die gesuchte Funktion v erfüllt die Cauchy-Riemannsche DGL:
∂v
∂y

= ∂u
∂x

= 3e3x cos(3y) und ∂v
∂x

= −∂u
∂y

= 3e3x sin(3y)

d.h v(x, y) = e3x sin(3y)+F (x) und−3e3x sin(3y)−F ′(x) = −3e3x sin(3y)⇒ F (x) = c ∈ R.

Aus der Bedingung f(0) = 1 + i folgt: u(0, 0) + iv(0, 0) = e0 cos(0) + i(e0 sin(0) + c) = 1 + i
d.h 1 + ci = 1 + i ⇒ c = 1.

Damit ist v(x, y) = e3x sin(3y) + 1 und

f(x + iy) = e3x cos(3y) + i(e3x sin(3y) + 1).

2. Aufgabe 10 Punkte

(i) Es gilt:

f(z) := 1
z−1

= 1
z−i+i−1

= 1
i−1

1
1− z−i

1−i

= 1
i−1

∞∑
k=0

(
z−i
1−i

)k
= −

∞∑
k=0

( (z−i)k

(1−i)k+1

)
.

(ii) Es ist

g(z) = 1
z−i

1
z−1

= − 1
z−i

∞∑
k=0

( (z−i)k

(1−i)k+1

)
= −

∞∑
k=0

( (z−i)k−1

(1−i)k+1

)
= −

∞∑
k=−1

( (z−i)k

(1−i)k+2

)
.

der Hauptteil der Laurentreihe ist − 1
(1−i)(z−i)

und der Nebenteil ist −
∞∑

k=0

( (z−i)k

(1−i)k+2

)
.

(iii) g hat zwei Singularitäten z0 = 1 und z1 = i. Beide sind Pole 1. Ordnung und es gilt
Res(g(z), 1) = 1

1−i
= 1

2
(1 + i) und Res(g(z), i) = 1

i−1
= −1

2
(1 + i).

3. Aufgabe 10 Punkte

Mit der Substitution z = eit ⇒ dz = iz dt, erhalten wir:∫ 2π

0

dt

(10− 6 cos t)
=

∫
K(0,1)

dz

iz(10− 3z − 31
z
)

= −i

∫
K(0,1)

dz

(10z − 3z2 − 3)
.

Die Polstellen sind z1 = 1
3

und z2 = 3 mit z1 ∈ D(0, 1) und z2 /∈ D(0, 1). Damit ist∫ 2π

0
dt

(10−6 cos t)
=

∫
K(0,1)

i dz
3(z−3)(z− 1

3
)

= 2πi Res( i
(3z−1)(z−3)

, 1
3
) = π

4
.



4. Aufgabe 11 Punkte

(i) Es ist u2 = 2u1 + 8u0 = 12,u3 = 2u2 + 8u1 = 40 and u4 = 2u3 + 8u2 = 176.

(ii) Es gilt:
z2(F (z)− u0 − u1z

−1) = 2z(F (z)− u0) + 8F (z).

Daraus folgt:

F (z) =
z2

z2 − 2z − 8
.

(iii) Es ist

F (z)

z
=

z

z2 − 2z − 8
=

z

(z + 2)(z − 4)
=

2(z + 2) + z − 4

3(z + 2)(z − 4)
=

2

3(z − 4)
+

1

3(z + 2)
.

(iv) Es gilt:

F (z) =
2z

3(z − 4)
+

z

3(z + 2)
=

2

3

∞∑
k=0

4kz−k +
1

3

∞∑
k=0

(−2)kz−k.

Daraus folgt:

uk =
2

3
4k +

1

3
(−2)k

für k ∈ N, k ≥ 2.

⇒ u2 = 2
3
(16) + 1

3
(4) = 12, u3 = 2

3
(64) + 1

3
(−8) = 40 und u4 = 2

3
(256) + 1

3
(16) = 176.


