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1. Aufgabe 9 Punkte

(i) Es ist

< grad,, V. F(z,y,2) >= (4a — 2b)zy(z — 1) — 2cz*.

x,Y,z
Die Bedingung < grad, , .V, ]3(1:, y,2) >< 0 fiir alle (z,y, z) € R3 ist erfiillt fiir 4a =
2bund ¢ > 0.

Wir wihlena =1, b=2und c = 1.

(1) (o, Yo, 20) istein G.G.P < 2yg(20 — 1) = wo(20 — 1) = 28 = 0dh 29 = yo = 20.
Der einzige G.G.P ist also (0, 0, 0).
Die Funktion V' besitzt ein striktes Minimum bei (0, 0, 0) und es gilt < gradg, , V. F (r,y,2) ><

0 fiir alle (z,y, z) € R3 = V ist eine Lyapunov Funktion des Systems = das System ist
stabil im Punkt (0,0, 0).

Da < grad, , )V, ]3(91:, y,0) >= 0 fiir alle z,y € R konnen wir keine Aussage iiber eine
asymptotische Stabilitit im Punkt (0, 0, 0) treffen .

2. Aufgabe 8 Punkte
Esist 0 < fj;o sz dv < fj;o - dx < +oo und es gilt:
+oo 1 R 1
/ ———dr = lim ——dx.
oo 2422+ 22 R—too |_p 2+ 21 + 22

Wir integrieren entlang der positiv orientierten Kurve K (0, R) = 9D (0, R) mit D' (0, R) :=
{zeC:|z| <r}.

Die Funktion z — ——5— hat zwei Polstellen: 2, := —1+4iund 2, := —1—imitz, € D*(0, R)
und 23 ¢ D*(0, R).

Nach dem Residuensatz gilt:

R
1 1 1 1
——d ————dz =2m Res(———, —1+41i) = 27 =T.
/_R2+2x—|—x2 T ]g T Ty = 2miRes (g 1) = 2ml e =
K+(0,R)
Daraus folgt:
teo 1 1
— —dr =7 — lim }6 ——dz.
oo 2427+ 22 R—+o00 242z + 22
K+(0,R)
Da Grad(2* 4+ 2z +2) =2 > 0+ 2 =Grad(1) + 2,ist lim  (f 55— dz = 0.Damit ist

R=+00 1e40,R)

o0 1
———dr=m.
/_OO 24 2z + x?



3. Aufgabe 9 Punkte
Die Kurve C; U (—C4)) ist eine positiv orientierte geschlossene Kurve.

Die Funktion z — @ ist nicht analytisch in I, y(—c,) und hat eine Polstelle 1. Ordnung im

zZ—1

Punkt zq := im € Ic,u(—c,) = das Integral ist nicht unbedingt wegunabhiéngig.

Nach dem Residuensatz gilt:

}é(z—l) dz_/ (x—1) dz:QiWRes((z_l),m)zzm(m—l)%o.
Co

Z—AT Z—T Z— T
Cy
Dabher ist . .
}5 (Gl / Gl
Z —m c, 2T
Ch
4. Aufgabe 8 Punkte

(1) Esist 0G = A; U Ay, wobei
Ay :={z€ C:Im(z) =0und Re(z) > 0} und A, := {Im(z) > 0 und Re(z) = 0}.

Weiterhin ist f(0) = —1, f(1) = —i, f(oo) = 1 = f(A;) = K (0,1), wobei
K=(0,1):={2€C:|z| =1undIm(z) < 0}
und £(0) = —1, () =0, f(oo) = 1= f(As) = Ay,
Damit ist
f(G)=D"(0,1) :={z € C: |z| = 1und Im(2) < 0}.

(i) Esist

f(_g):_'g_i—2+i:Z_i:Z_Z::f(z).

—Z4i Z—i 243 241

(iii) Bsist H = GU (=G)mit G := {2, z € G} und -G := {-z, z € G}.

Daher ist _
f(H) = f(G)U f(=G) = f(G)U{f(-2), 2 € G}

= f(G)U{f(2),z € G} = f(G) U f(G).
Aus 1) und (1), folgern wir:

f(H)=D(0,1)UD-(0,1) = D(0,1) UD*(0,1) = D(0, 1),

wobei D1(0,1) :={z € C:|z] <1lundIm(z) >0} und D(0,1) :={z € C: |z| < 1}.



5. Aufgabe 6 Punkte

(i) Firallex =2z +0: € (R =0H) gilt:

r—i r? -1 21
)= = (G~ ) € (K(0.1) = aD(0,1))
D.h ) )
f(:c):eiemitcos(ﬁ):;__Flundsin&:—x?f_l.

Weiterhin, ist = = ¢(x) = ¢(f(z)) = ¢(e) d.h

(ii) Die Funktion U ist definiert durch U(z) = u(f(2)), z € H.



