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Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Die L�osungen sind in Reinschrift auf A4 Bl�attern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene
Klausuren k�onnen nicht gewertet werden.

Geben Sie im Rechenteil immer den vollst�andigen Rechenweg an.

Im Verst�andnisteil sollten die Aufgaben ohne gro�en Rechenaufwand mit den Kenntnissen
aus der Vorlesung l�osbar sein. Geben Sie immer eine kurze Begr�undung an.

Die Bearbeitungszeit betr�agt 90 Minuten.

Die Gesamtklausur ist mit 30 von 60 Punkten bestanden, wenn in jedem der beiden Teile der
Klausur mindestens 10 von 30 Punkten erreicht werden.

Viel Erfolg!
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Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte

Zeigen Sie mithilfe der Cauchy-Riemannschen Di�erentialgleichungen, dass die Funktion

f(z) = zez

analytisch in ganz C ist.

2. Aufgabe 10 Punkte

Bestimmen Sie alle m�oglichen Laurentreihenentwicklungen der Funktion

f(z) =
z

4z � 1

um den Entwicklungspunkt z0 = 0. Geben Sie jeweils die Konvergenzbereiche an, auf denen
die Laurentreihe konvergiert.

3. Aufgabe 5 Punkte

Sei  : [0; 6�]! C, (t) = eit. Berechnen Sie

Z


1

z
dz:

4. Aufgabe 5 Punkte

Verwenden Sie eine Lyapunov-Funktion der Form V (x; y) = ax2

2
+ by

2

2
um das Di�erential-

gleichungssystem

x0 = �x3 � y3

y0 = 2xy2 � y3

auf Stabilit�at und asymptotische Stabilit�at im Punkt (0; 0) zu untersuchen.
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Verst�andnisteil

5. Aufgabe 8 Punkte

Es sei T eine M�obiustransformation, f�ur die gilt

T (i) =1; T (�1) = 1 + i; T (1) = 1� i; T (0) = 2:

Bestimmen Sie die Bilder des Einheitskreises fz 2 C : jzj = 1g und der reellen Achse unter T .

6. Aufgabe 8 Punkte

Bestimmen Sie eine in Cnf1; ig analytische Funktion f mit einfachen Polen in 1 und i, welche
die folgende Gleichung erf�ullt:

Z

jzj=42

f(z) dz = 42:

7. Aufgabe 8 Punkte

Es sei z0 der Schnittpunkt der beiden Kurven

C1 : z1(s) = sei
�

4 ; 0 � s <1;

C2 : z2(t) = eit; �
�

2
� t �

�

2
:

Gegeben sei die Funktion f(z) = z3 + 3z2 + 3z + 4.
Begr�unden Sie, dass sich die Kurven f(C1) und f(C2) im Punkt f(z0) rechtwinklig schneiden.

8. Aufgabe 6 Punkte

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, und welche sind falsch? Geben Sie jeweils ei-
ne Begr�undung oder ein Gegenbeispiel an. Jede richtige und vollst�andige Antwort gibt
2 Punkte. Antworten ohne Begr�undung oder mit einer falschen Begr�undung bringen keine
Punkte.

(i) Das Produkt zweier M�obiustransformationen ist wieder eine M�obiustransformation.

(ii) Jede M�obiustransformation T mit T (1) =1 bildet Geraden auf Geraden ab.

(iii) Sei f auf ganz C analytisch. Falls
R
C

f(z) dz = 0 f�ur jede geschlossene Kurve C ist, dann

ist f(z) = 0 f�ur alle z 2 C.
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