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Losungsskizze zur Juli — Klausur
Analysis I1II fiir Ingenieure

Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte

zo = 2 ist Pol 2. Ordnung, denn eT ist analytisch in zp und die Laurentreihe mit Entwicklungs-
punkt zq ist also von der Form

1 > N
f(z) = EEDE +n§::0an(z —2)

z1 = —2 ist eine weitere Singularitéit. Fiir z € A gilt:
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Damit sehen wir, dass z; eine wesentliche Singularitét ist.



2. Aufgabe 10 Punkte

/ (logiz))zdz - [; logS(z)]ijg - % ((log(i))B - <10g <1\Z)>3>
(5 -(9)-5 G --Faw

(ii) Alle drei Singularitéiten 1, —1 und 7 liegen imm Innern von 7. Weiter gilt:

sinz de L’Hospital ., cosz
= lim

im = -1
Z—T Z — T z=m 1
Also ist m eine hebbare Singularitét von %7 also Res(%, 7) = 0. Nach dem Residuensatz

unter Ausniitzung der Additivitat gilt also
1 sin z 1 sin z
dz = d d
/(Z2—1+Z—7T) i /z2—1 Z+/z—7r2
Y2 2 Y2

) 1 1 sin z
= 27 (Res(;ﬂ—l’ —1) + Res( 1) + Res( ﬂ_,w))
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3. Aufgabe 10 Punkte

(i)

Das Routh-Verfahren liefert bei den ersten Schritten:

1 18
7T 14
16 0
14 0

Es bricht hiernach ab. Alle Eintrége der 1. Spalte sind positiv. Also ist p stabil.

Gleichgewichtspunkte: Aus der zweiten Gleichung folgt © = y. Aus der ersten Gleichung
folgt dann 0 = y3 — 4y = y(y? —4) = y(y + 2)(y — 2). Die Punkte (0,0), (=2, —2), (2, 2) sind
also GGPs.

Weiter ist
-1 5-— 3y3}

ﬁ/(x07y0) = |: 1 1
und damit

Plao.o)(N) := det(F' (0, y0) — AI) = (=1 — X\)2 =5+ 3y2 = A + 2\ — 4 + 32

Damit sind die Eigenwerte von F‘"(O, 0) die Losungen von A2 +2X —4 = 0, also —1 £ /5. Da
—1+4++/5> 0, ist (0,0) instabil.

F’(—2,-2) und F'(2,2) haben die gleichen Eigenwerte. Diese sind die Losungen von A% 4
2\ 48 = 0, also —1 4 i1/7. Die Realanteile der beiden Eigenwerte sind negativ. Also sind die
beiden GGPS (—2,—2) und (2, 2) stabil.



Verstandnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte

(i) Bs ist T(1) = & = 1414, T(i) = oo, T(-1) = 0, T(—i) = 5 = L + i DaT
eine Mobiustransformation ist, werden Kreise auf Geraden oder Kreise abgebildet. We-
gen T'(i) = oo, wird der Einheitskreis auf eine Gerade abgebildet, und zwar die Gerade
g = {(z,y) € R? | x = y}. Wenn man den Einheitskreis in positiver Richtung in —1 star-
tend durchléuft, sieht man (mit der “rechte Hand Regel” /Orientierungserhaltung), dass das
Innere des Einheitskreises auf den “oberen” Bereich iiber der Geraden g abgebildet wird,

d.h.,

T({(z,y) eR* | 2” +y* <1}) = {(x,y) €R* | y > z}.

Skizze:

(ii) Die reelle Achse schneidet den Einheitskreis in 1 und —1 im rechten Winkel. Daraus folgt
mit Konformitéat von T, dass das Bild der reellen Achse unter T das Bild des Einheitskreises
unter T jeweils in 1 4+ 4 und 0 ebenfalls im rechten Winkel schneidet.

(Das Bild der reellen Achse ist der Kreis, der 0, 1 4+ ¢ und ¢ = T'(0) als Punkte hat, also der

. . . 1 1- . 1
Kreis mit Mittelpunkt 5 + 54 und Radius ﬁ)



5. Aufgabe 10 Punkte

(1)

Es gilt f(x +iy) = (v +iy)? = 22 — y? + i(22y). Es reicht zu zeigen, dass es fiir jeden
Punkt (x,y) € R? mit y < 0 einen Punkt (z9,y0) € G gibt, so dass f(zo,%0) = (,y).
Offensichtlich ist f(0,0) = (0,0). Also konnen wir annehmen, dass (x,y) # (0,0). Sei z :=

V22 + y2et28(@Y) wegen y < 0 ist arg(z,y) € [m,27]. Setzt man zp := /22 +y26i73rg(zx'y)

so ist f(20) = 28 = 2. Weiter ist w € [, 7). Deshalb erfiillen 2y := Re(z) und

yo := Im(zp) die Bedingung o < 0 < yo, also ist (zg,y0) € G.
u(x,y) = 322 — 3y® + cxy, ¢ € R ist eine Losung des Randwertproblems (x).
Losungsweg mit Verpflanzungsfunktion f(z) = 2%
Fiir die Randbedingungen erhalten wir

32% = v(Re f(x + 0i), Im f(z + 0i)) = v(x?,0), 2 <0,
und

-3y = v(Re f(0 +iy),Im f(0 + iy)) = v(—y*,0), y>0.
Insgesamt stellt sich also folgendes Randwertproblem auf f(G):

{Av(w,y) =0, z€R, y<O0,

v(z,0) =3z, ze€R.

Als Ansatzfunktion wihle man Az + By + C. Es folgt

Az +C =3z, z€R,

also ist C = 0, A = 3 und B € R beliebig also v(z,y) = 3z + By. Nun ist u(z,y) =
v(Re(f(z+iy)), Im(f(z+iy))) = v(z? —y?, 2zy) = 32% — 3y*> + 2Bxy. Da B € R frei gewihlt
werden kann, ist u(z,y) := 322 — 3y + cxy, ¢ € R eine Losung des Randwertproblems ().



6. Aufgabe 10 Punkte

(i)

(i)

(iii)

Nein. f(z) = —11 hat eine hebbare Singularitit in 0.

1—1
Beweis:
lim f(2) = li = lim —— =0
zli% Z_zlir(l)l—l_zg%z—l_ ’
270 z#0 z 2#0
Die Taylorreihe von f in 0 lautet
(o) o0
f(z) = —zsz = —sz, |z] < 1.
k=0 =1

f hat allerdings einen Pol erster Ordnung in zy = 1, was man an der Partialbruchzerlegung

z 1
=1
z—1 +z—1

sehen kann.
Ja. Es gilt
02 0?
Av(z,y) = A(22? - 2° —y) = <a$2 + y> (22° =2y —y) =4 -4 =0.
Also ist v auf ganz R? harmonisch und deshalb der Imaginérteil einer auf ganz C analytischen
Funktion (nimlich g(z) := 2i2% — 2).

Nein. Gegenbeispiel: z +— 2z und z — iz sind zwei unterschiedliche Moébiustransformationen,
die den Einheitskreis auf den Einheitskreis abbilden. Es gibt sogar unendlich viele davon,
nédmlich

Z— 20

z e —,
1—2()2

v €10,2x[, |20] < 1.

Nein. Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen sind nicht fiir z + 2z = |z|? auf
ganz C erfiillt.

Beweis:

Schreibe f(z +iy) = u(z,y) + w(x,y). Fir f: z— 2z gilt f(z +iy) = (z +iy)(z +iy) =
(v + iy)(z — iy) = 2% + y%. Also ist der Realteil u(z,y) = 2% + y* und der Imaginirteil
v(z,y) = 0. Es gilt aber 2u(z,y) = 2z und a%u(x,y) =2y und —2v(z,y) = a%v(:my) =0.
Deshalb sind die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen nur in (0, 0) erfiillt.

(Es reicht natiirlich aus zu zeigen, dass Au(z,y) =4 # 0 ist.)

Ja. Sei z € G:={re’? | r >0, ¢ €] — m,w[} (Schlitzgebiet). Dann ist
log(z) = In(|z|) +iarg(z) = In(r) + ip

und daher
exp(log(2)) = exp(In(r) + ip) = exp(In(r))e’? = re'? = z.

Also gilt die Formel fiir jedes z € G.



