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Es ist nur ein handbeschriebenen A4-Blatt mit Notizen zugelassen. Taschen-
rechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen. Die Losungen sind in
Reinschrift auf A4-Bléattern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene Klausuren
konnen nicht gewertet werden.

Geben Sie im Rechenteil immer den vollstindigen Rechenweg und im Ver-
stdndnisteil, wenn nichts anderes gesagt ist, immer eine kurze Begriindung
an.

Die Bearbeitungszeit betriagt 90 Minuten.

Die Gesamtklausur ist mit 30 von 60 Punkten bestanden, wenn in jedem der
beiden Teile der Klausur mindestens 10 Punkte erreicht werden.
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Rechenteil

1. Aufgabe 9 Punkte

Entwickeln Sie die Funktion f(z) = in eine Laurent-Reihe um die Stel-

z(z —3)
le zo = 1, die im Ringgebiet 1 < |z — 1| < 2 konvergiert.

Zur Bewertung: Fiir die Laurent-Reihe akzeptieren wir die Schreibweisen

n=1 n=0 n=-—1 n=0 n=-—00
2. Aufgabe 12 Punkte
Berechnen Sie die beiden Integrale
2m 1 00
a) / ———dy (6 Punkte) und  b) / T dz (6 Punkte)
0o 24 cosyp oo T 16

durch Auswertung von geeigneten Residuen.
Hinweis: Teil b) darf mit einer Aussage aus dem Skript oder der Vorlesung
berechnet werden. Eine Abschidtzung braucht nicht durchgefithrt zu werden.

3. Aufgabe 9 Punkte

Finden Sie eine auf dem Winkelgebiet {(x,y) € R?*|0 < y < z} harmonische
Funktion u: R? — R mit den Randwertvorgaben

2

u(z,y) =22° firy=0,

2 (*)

u(z,y) = 62" fur z =y,

indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren:

a) Zeigen Sie, dass die komplexe Abbildung f: z — 2? das Winkelgebiet auf
den 1. Quadranten {(Z,7) € R?|Z > 0 und g > 0} abbildet. Benutzen Sie
Z=Ref(x+iy) und g =Im f(x + iy).

b) Es sei mit @ die auf den 1. Quadranten verpflanzte Funktion bezeichnet,
so dass u = u o f gilt. gilt. Priifen Sie fiir die verpflanzte Funktion u die
Randwertvorgaben

u(z,g) =2z fir g =0,

w(z,g) =3y fir =0,
nach, indem Sie die Formel u(z,y) = a(Re f(x + iy), Im f(z + iy)) auf die
urspriinglichen Randwertvorgaben (x) fiir die Funktion u anwenden.

c) Losen Sie das Randwertproblem fiir die auf dem 1. Quadranten harmoni-
sche Funktion (Z, %), indem Sie den Ansatz A(z? — ¢*) + Bz + Cy mit
festzulegenden reellen Konstanten A, B und C' verwenden.

d) Ermitteln Sie die Funktion u(z,y) mit Hilfe der Formel u(x,y) = a(z, ).
Bitte 2. Blatt beachten!



Verstandnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte
Betrachten Sie die Mobius-Transformation 7" mit 7'(z) = % und drei gerichtete
Geraden N\, / und — in der komplexen Zahlenebene, die wie folgt bestimmt
sind:

e ~N_ geht durch die Punkte 1 und i,
e  geht durch die Punkte i und —1,
e — geht durch die Punkte —1 und 1.

Auferdem schliefien die Geraden \, ,/ und — ein (endlich groBes) Dreiecksge-
biet A ein.

a) Bestimmen Sie geometrisch (z.B. mit Hilfe einer kommentierten Skizze) die
Bildkurven der Geraden N\, ,/ und — unter der Mébius-Transformation 7.
Geben Sie auch die Durchlaufrichtungen an.

b) Beschreiben und skizzieren Sie das Bild des Dreiecksgebiets A unter der

Mobius-Transformation 7.

Hinweise: Achten Sie auch auf die Punkte 0 und oco. Fiir die Bildkurven des Auf-
gabenteils a) bitte keine aufwindigen Rechnungen zur Bestimmung von Kreis-
oder Geradengleichungen.

5. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie die Integrale

1
a) / dz mit C: t — —2+1it, -1 <t <1 (6 Punkte)
CZ+1

und

b) / S P (4 Punkte)
\

ari=3 2 — 1

Bitte Aufgabe 6 auf der Riickseite beachten!



6. Aufgabe 10 Punkte

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind, und geben Sie
dabei jeweils eine Begriindung an.

(Jede richtige und vollsténdig begriindete Antwort gibt 2 Punkte. Antworten ohne
Begriindung oder mit einer falschen Begriindung bringen keine Punkte.)
Antworten Sie bitte nur auf Ihren Losungsblittern!

a) Mit H := {(z,y) € R?*|x > 0} (d.h. H steht fiir die offene rechte Halb-
ebene) gilt: Die Funktion f: H — R, (x,y) — In\/2% 4+ 32, ist auf dem
Gebiet H harmonisch.

b) Sind 7' (z) und 7T5(z) zwei Mobius-Transformationen, so ist auch die Sum-
me Ti(z) + Ty(z) eine Mobius-Transformation.

c) Ist eine komplexe Funktion f(z) auf der gesamten komplexen Ebene ana-
lytisch, so gilt fiir jede geschlossene Kurve C die Gleichung fc f(z)dz=0.

d) Fiir eine analytische Funktion f(z) gilt: Ist die Stelle z ein Pol 2. Ordnung,
so gilt Res(f(2), z9) = 0.

e) Das Verhalten des dynamischen Systems

()= ) 0)

in der Néhe des Gleichgewichtspunkts (0,0) wird durch das folgende Pha-
senportrit beschrieben:
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