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Musterlosung Klausur Analysis III f. Ing., 25. September 2017

Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte

a)

Die untere komplexe Halbebene liegt rechts von der von links nach rechts
durchlaufenen reellen Achse —. Auf der reellen Achse werden die Punk-
te —1,0, oo in dieser Reihenfolge durchlaufen. Die Bildpunkte sind —1, 0o, 0.
Damit wird die reelle Achse von rechts nach links durchlaufen: 7'(—) =<—.

Die Orientierungstreue von T ergibt folglich, dass das Bild der unteren
Halbebene die obere Halbebene {z € C| Im z > 0}.

Mit T'(0) = oo hat man
b b
Ty =210y ?
z z
T(co) = 1 liefert dann @ = 1. Mit T(—1) = —1 hat man die Glei-
chung —1 = 1 — b nach b aufzultsen, es ergibt sich b = 2. Es gilt
2 2
T(z)zqu—:Z+ :
z z

Mit T'(1) = 3 und 7'(i) = 1 — 2i werden die drei Kreispunkte 1,1, —1 auf
3,1 — 2i, —1 abgebildet. Eine Skizze zeigt, dass der Bildkreis den Mittel-
punkt 1 und den Radius 2 hat und negativ durchlaufen wird.



2. Aufgabe 10 Punkte

a) Es gilt
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Das Polynom 22+6z—1 hat die einfachen Nullstellen —3 + /10 und —3 — /10
Nur die erste Nullstelle liegt innerhalb des Einheitskreises. Damit gilt

o 1 1
/ ——dp =i / —dz
o 64 2isingp 22+4+6z2—1

|2|=1
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b) Der Nenner hat alle geraden ganzen Zahlen als Nullstellen. Nur die Null-
stelle 2 liegt innerhalb des Kreises [z — 2| = 2. Damit gilt

2 2
/ L g omiRes [ 21 o).
sin (%z) sin (gz)
|z—2|=3

Die Ableitung des Nenners des Integranden ist gleich § cos (gz), was fiir
2z = 2 von Null verschieden ist. Folglich

2 2
/ i L P <%) L
sin (22) Z cos (32) ‘zzg 7-(-1)

\z72|:%




3. Aufgabe 10 Punkte

Skizze eines Winkelgebiets im 1. Quadranten, begrenzt von z-Achse und Gera-
de y = \/Lgx Ein Bildchen wird verlangt.

Im
20
10 H
=30—=20—10 TU 20 30U Re
-10
=20

Die Verpflanzungsabbildung f entspricht im R? der Abbildung
(ZL’, y) = ($3 - 31'y2, 3:62?/ - y3)

Der Randkurve (¢,0) mit 0 < ¢t < oo entspricht in der Bildebene die Randkur-
ve (£3,0).

Der Randkurve (t, \}t) mit 0 < ¢t < oo entspricht in der Bildebene die Rand-
kurve (0 %t?’).

S

9 3\/7
Nebenrechnung fiir schrige Randkurve:
1 1 9 1 8
3y — P = 3% =t — — 1% = (———)t3:—t3.
Y V333 3B 3v3) 33

(Damit ist das Bild f(H) der I. Quadrant.)

Fiir die Funktion U mit U = w o f~! gilt demnach

u(t,0) =t = U(*,0), u(t, g5t) = 5o5t° = U(0, 75t%).

Die Funktion U 16st das Randwertproblem
AU(2'y) =0 fir (v,y) € f(H),
U(2',0) =2 fiir 2’ >0
U ,y) =y firy >0.



Mit dem Ansatz

U(2',y') = Az’ + By

findet man sofort A = B = 1 und damit

U@y)=a"+y.

Mit u = U o f findet man die Losung des gestellten Randwertproblems:

u(z,y) = U(x® — 3292, 32%y — 3°) = 2° — 3zy® + 3%y — o>

Verstandnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte

a)

Es ist mit z =z + iy, x,y € R:

z

ze* = (z—iy)e®(cosy+isiny) = e”(z cosy+ysiny)+ie®(—y cos y+z siny).

Damit ist
u(z,y) = e"(zcosy +ysiny), v(x,y) =e*(—ycosy + xsiny).
Die erste Cauchy-DGL u, = v, fiihrt bereits zu einem Widerspruch:
uz(x,y) = e (x cosy+ysiny+cosy), vy (x,y) = e"(— cosy+ysiny-+z cosy).
Fiir z = 0 ist insbesondere
u,(0,0) =1, ,(0,0) = —1,

also u;(0,0) # v,(0,0) . Eine CR-DGL ist fiir z = 0 nicht erfiillt, damit
ist f fiir z = 0 nicht komplex-differenzierbar.

Auf dem Einheitskreis gilt Z = 27!, somit gilt mit Verwendung von C.LF.:

_ e’ . .
/ zezdz:/ —dz =27i- e = 2ri.
|z|=1 lz|=1 #

/ ze* dz = 2.
|z]=1

Wir haben also



5. Aufgabe

10 Punkte

a) Die Kurve C ist ein Viertelkreisbogen, der vom Punkt 2i zum Punkt —2
lauft. Die Funktion log(—(z + 1)) hat den Strahl | — 1,00[ als Schlitz.
Der Viertelkreisbogen schneidet diesen Strahl nicht. Damit haben wir eine

geeignete Stammfunktion.

Wir haben also

/ 2 nlt pde = [log(~(=+ 1)) 2, = log(—(~1)) -

C

log(—(1 + 2i))

=log1l —log(—1—2i) = — (ln\/g — i(m — arctan 2))

1
=In — +i(m — arctan 2)

V5

(-wdpoilme()) )

b) Mit
7 122 > z7—2n
5
el =) W
n=0
gilt
e 7—2n -1
7.1/22 _ < — Z_
/ z'e dz Z / o dz = ' d
2]=1 n=01=1 2]=1



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Falsch.

b)

«) Die Gleichung ist fiir z = 1 4 1 falsch:
. BT, . 37
log(—1—1) = ln\/é—lz #im +log(1l +1i) = ln\/ﬁ—i—lz.

B) Die Gleichung ist fiir z = 1 falsch, weil der Ausdruck log(—1) nicht
einmal definiert ist.

Wahr.
Wenn eine analytische Funktion f(z) nirgends konform ist, so muss f’(z) =0
fiir alle z € C gelten. Dann aber ist f(z) eine konstante Funktion.

Falsch.

Eine harmonische Funktion nimmt auf einem kompakten Bereich nur auf
dem Rand ihr Maximum an. Der Punkt (0, %) liegt aber nicht auf dem
Rand der vorliegenden Kreisscheibe mit Radius 2. Damit kann u(x,y) gar
nicht dort ein Maximum haben.

Wahr.
Es gilt im Kreisring 0 < |z| < 3 die Laurent-Entwicklung

=== =
z n=0

n=1

Die Laurent-Reihe hat keinen Hauptteil, damit ist die Singularitat 0 heb-
bar.

Wahr.

Der Zahler ist die Ableitung des Nenners, die Kurve C ist ein positiv durch-
laufener Halbkreis in der linken Halbebene mit sehr groflem Radius: Es
handelt sich um ein nullstellenzédhlendes Integral. Das Polynom im hat die
Nullstellen —1 und —3, die alle innerhalb C liegen. Somit gilt ohne jede
komplizierte Rechnung
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