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Musterlosung Klausur Analysis III f. Ing., 25. Juli 2018

1. Aufgabe 10 Punkte

Die Gleichgewichtspunkte (z*,y*) bestimmen sich aus dem Gleichungssystem

Gleichgewichtspunkte: (1, —1) und (3, 2)

Berechnung der Jacobi-Matrix:
y—2 x—1
JI(xy) =7 .
y+1 -3

Untersuchung von GGP (1, —1) auf Stabilitét:

J(1,-1) = (‘03 _02> -

Die Matrix J (1, —1) hat Diagonalgestalt, die leicht ablesbaren Eigenwerte sind
—3 und —2. Alle Eigenwerte haben negativen Realteil. Der GGP (1,—1) ist
asymptotisch stabil.

Untersuchung von GGP (3,2) auf Stabilitét:

7(3.2) = (2 3) |

Die Matrix [J (3, 2) hat die Eigenwerte V6 und —+/6. Ein Eigenwert hat positiven
Realteil. Der GGP (3,2) ist instabil.



2. Aufgabe 10 Punkte

a) Fiir die Singularitéit 1 haben wir im Ringgebiet 0 < |z — 1| < 2

1 z—1 1 1
f(z)=1_221=Z_3=(z—1)-z_3=(z—l)-(Z_l)_2
-1 1 z—1 3 z -1\ Z“ y l

Diese Laurent-Reihe hat keinen Hauptteil. Die Singularitéit 1 ist hebbar.
Fiir die Singularitdt 3 haben wir im Ringgebiet 0 < |2 — 3| < 2
1 z—1 2-3+2 2

f(z)zl—%zz—?): z—-3 z—-3

+ 1

Die Laurent-Reihe ist eine Summe. Der Hauptteil besteht nur aus dem

Summanden ﬁ Die Singularitiat 3 ist eine Polstelle 1. Ordnung.

b) Man liest die Residuen aus den ermittelten Laurent-Reihen als die ,,a_1¢*
ab:

Res(f,1) =0, Res(f,3) = 2.



3. Aufgabe 10 Punkte

a) Innerhalb des Kreises |z — 1| = 1 liegen vom Nenner die Nullstellen %
und %

Man hat zunachst

J 1
dz
z—1|=1 (22 + 1) cos 7z

1 1 3
=2 (Rec; ( Jcosmz’ 2) + Res ((22 + 1)cosmz’ 5)) '

Die Stellen 1 und % sind Polstellen 1. Ordnung geméif folgenden Rechnun-

2
gen:
1 _1
5 = 1 : _ 2241 _ g(Z)
27 (224 1)cosmz  coswz  h(z)
g(é) = % # (), h( ) =0, W(0) = -7 sin f = —m == Polstelle 1. Ordnung und
1 1 4
Res )=
(224 1)cosmz 2 5
1
v = 3 . 1 _ 2241 _ g(Z)
27 (224 1)cosmz coswz  h(z)
g(%) = # 0, h(%) = 0, h'(%) = —T Si1'13.77r =m. =m == Polstelle 1. Ordnung und

1w

1
Res , ,
eq ((22 + 1)cosmz’

.
- 137
Folglich gilt

1 _ 4 4 . 32 64 .
J 5 dz = 27 (—— + —) = 27i (——) = ——I.
z-1j=1 (22 = 1) cosmz bt 13w 657 65

b) Die Nullstellen des Nenners sind —3i, —1i, i und 3i. Alle diese vier Nullstellen
sind einfach und nicht-reell, der Ziahlergrad ist vier Einheiten niedriger als
der Nennergrad, damit darf das Beispiel 61 aus dem Skript verwendet
werden. Die Nullstellen i und 3i liegen in der oberen Halbebene. Es ist
dann

J_i (22 + 1)1(:,;2 oy dx
— 2 - [ Res (22 + 1)(22 + 9)’i + Res (22 +1)(22 + 9)’31
( ( : ) ( 1 | ))

-

1 1
= 27l +
" i ((z +1)(22 + 9))|/Z=i ((22 +1)(z + 3i))|z=3i_
|1 1
= 2mi 958 + (—8)-6i]
1 i
. — =

241 12




4. Aufgabe 10 Punkte

a)

b)

Der Punkt 0 liegt links vom positiv durchlaufenen Kreis K. Der Bild-
punkt 1 + i muss links von der reellen Achse zu liegen kommen, also wird
die reelle Achse von links nach rechts durchlaufen (—).

Der Punkt 0 liegt links vom positiv durchlaufenen Kreis K _;. Der Bild-
punkt 1 + i muss links von der imagindren Achse zu liegen kommen, also
wird die imaginidre Achse von oben nach nach durchlaufen ().

Skizze:

Weil der Punkt 2 + i auf K; liegt, befindet sich 7'(2 + i) auf der reellen
Achse.

Wird der Kreis K _ positiv durchlaufen, so liegt der Punkt 2 + i zur Rech-
ten dieses Kreise. Damit liegt der Bildpunkt 7°(2 + i) rechts von der von
oben nach unten durchlaufenen imaginéren Achse.

Folglich ist T(2 + i) ein Punkt auf der negativen reellen Achse.

Punkte auf der imagindren Achse sind —i, 0 und i.
Der mittlere Punkt 0 wird auf 1 + i abgebildet.

Die im Hinweis benannten Schnittpunkte i und —i der beiden Kreise wer-
den auf die Schnittpunkte 0 und oo der beiden Koordinatenachsen abge-
bildet.

Man hat also in jedem Fall die Bildpunkte 0, o0 und 1 + i. Diese Bildpunkte
liegen auf der I. Winkelhalbierenden.

Das Bild der imagindren Achse ist die I. Winkelhalbierende.



d) Hier hat man die Alternative T'(—i) = 0, T'(i) = woder T'(—i) = o0, T'(i) = 0
zu entscheiden.

Bereits bekannt ist, dass der Bildpunkt 7'(2 + i) auf der negativen reellen
Achse liegt.

Der Punkt 2 + 1 liegt rechts von der von unten nach oben durchlaufenen
imagindren Achse T, damit muss der Bildpunkt 7'(2 + i) rechts von der
[. Winkelhalbierenden zu liegen kommen.

Somit wird die I. Winkelhalbierende nach Siidwesten durchlaufen. Es ist
(1) =,

Die Abfolge —i, 0,1 wird also auf o0, 1 + 1,0 abgebildet.

e) Mit T'(—i) = o0 und 7T'(i) = 0 hat man schnell

az —1la a z—1
T(z) = — = —- -
cz+ic ¢ z+1i
Die Aussage T'(0) = 1 + i fiihrt zu
z2—1 —(1+iz+1-1i

T(z)z_(1+l)z+i= Z+i




5. Aufgabe 10 Punkte

Die Verpflanzungsabbildung f(z) als R?-Abbildung:

(z,y) = (2% — y*, 22y).

Die Randkurven ¢ + (¢,0) und ¢ +— (¢,t) werden auf die Randkurven t +— (2, 0)
und ¢ +— (0,2t*) abgebildet. Diese Randkurven begrenzen den I. Quadranten.
Das Bildgebiet H ist der I. Quadrant.

Fiir die verpflanzte harmonische Funktion U auf H gilt
u(t,0) = =2t* = U(t%,0),  u(t,t) = 6t* = U(0,2t*),

also

U(z',0) = -2, U0,y") = 3y
Mit den gegebenen Ansatzfunktionen setzen wir an:
Ulz',y') = Ax' + By

und finden durch Hingucken A = —2 und B = 3. Damit ist U(2',y") = —22"+3y/,
und schlie3lich bekommen wir die Lésung des vorgelegten Randwertproblems:

u(z,y) = URe f(z +iy), Im f(z + iy)) = —2(z* — y*) + 6.



6. Aufgabe 10 Punkte

a) (2 punkte) Falsch.
Der Imaginérteil ist keine harmonische Funktion:

Alm f(x + iy) = 0 + 6z # 0.

Damit ist f nicht auf ganz C analytisch.

f ist sogar nirgends in C analytisch.

l)) (2 Punkte) \-‘\"7‘&111‘
In der in 0 punktierten Ebene gilt ohne weitere Einschriankung, dass ;—2
die Ableitung von —% ist.

C) (3 Punkie) Falsch.

«) Die komplexe Zahl 1 — 2i ist eine Nullstelle des vorgelegten Polynoms
mit nicht-negativem Realteil. Damit ist das Polynom nicht stabil.

3) Routh-Hurwitz-Matrix

(2 1 0 0)

0 2 2 1
0 25 10 2
\0 0 0 25/

Ein Hauptminor ist negativ:

2 1
10 2

— 6.

Damit ist nach dem Hurwitz-Routh-Kriterium das vorgelegte Poly-
nom nicht stabil.

d) 3 pPunkeey Wahr.
Das dynamische System ist linear. Die Eigenwerte der Systemmatrix sind i
und —i. Algebraische und geometrische Vielfachheit eines jeden Eigenwerts
sind automatisch gleich. Damit ist der Gleichgewichtspunkt (0, 0) stabil.



