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Musterlosung Klausur Analysis III f. Ing., 04. Oktober 2018

1. Aufgabe 10 Punkte
Die Gleichgewichtspunkte (z*,y*) bestimmen sich aus dem Gleichungssystem

0=(z*+ 1)(y* —2)
0= (2" + 3)(y* +3).

Gleichgewichtspunkte: (—1,—3) und (—3,2)
Berechnung der Jacobi-Matrix:

y—2 x+1
J(x,y) = (J )

y+3 x+3

Untersuchung von GGP (-1, —3) auf Stabilitét:

J(1,-1) = (_05 (2)) .

Die Matrix J(—1,—3) hat Diagonalgestalt, die leicht ablesbaren Eigenwerte
sind —5 und 2. Ein Eigenwert hat positiven Realteil. Der GGP (-1, —3) ist
instabil.

Untersuchung von GGP (3,2) auf Stabilitét:

J(=3,2) = (g ‘02) .

Die Matrix J(—3,2) hat die Eigenwerte +iy/10 Die Eigenwerte sind rein ima-
gindr. Der Stabilitiatssatz fiir den nichtlinearen Fall macht hierzu keine Aussa-
ge.



2. Aufgabe 10 Punkte

Der Integrationsweg C ist eine Strecke parallel zur reellen Achse und schneidet
die imagindre Achse im Punkt i.

Als Stammfunktionen bieten sich die Funktionen —ilog ar(iz — 1) mit v € C\{0}
an, die samlich auf Schlitzgebieten definiert sind.

Im Falle @ = 1 beginnt der Schlitz aber bei —i und verlauft auf der imaginéren
Achse nach oben.

Die Kurve C verlauft tiber diesen Schlitz. Man muss eine andere Stammfunktion
wahlen.

Wir wihlen o = —i. Es ist dann —ilog(—i(iz—1)) = —ilog(z+1). Diese Funktion
ist auf einem Schlitzgebiet erklart, in welchem der Schlitz bei —i beginnt und
nach links parallel zur reellen Achse verlauft.

Es gilt dann

1 . \1z=1+1
Jc po— dz = [—ilog(z +1)]7Z 1.,

— —i[log(z +1)]2="

= —i(log(1 + 2i) — log(—1 + 2i))
— —i ((ln V5 +iarctan2) — (Inv/5 + i(7 — arctan 2)))

= 2arctan 2 — .



3. Aufgabe 10 Punkte

a)

b)

Innerhalb des Kreises |z — 1| = 1 liegt vom Nenner die Nullstelle 1. Der
Zahler verschwindet fiir z = 1 nicht, damit ist 1 eine Polstelle 1. Ord-
nung.

Man hat

J ze*” dz
z—1)=1 (2 = 1)(2 + 3)

' Zez—l
= 2miRes ((z TP 3),1>

ze* 1
= QmRes( 243 ,1>
z —1
- Zez—l
= 27
| z2+4+3 {z=1

Die Nullstellen des Nenners sind —1 + i und —1 — i. Diese beiden Nullstel-
len sind einfach und nicht-reell, der Zahlergrad ist zwei Einheiten niedriger
als der Nennergrad, damit darf das Beispiel 61 aus dem Skript verwendet
werden. Die Nullstelle —1 + 1 liegt in der oberen Halbebene.

Es ist dann

* 1
lx
. da
J_Cf_ xr? + 2x + 2

. 1 .
= 2mi Res (22 Y 2,—1 +- 1)

1
22 + 2{z=—1+i
1

= 2Ml— = T.

21

= 271



4. Aufgabe 10 Punkte

a)

b)

Die imaginidre Achse T kann durch die Punktfolge —i,i, o0 beschrieben
werden. Zum Bild — muss die Punktfolge 7'(—i),7'(i), 1 passen.

Die Punkte i und —i sind die Schnittpunkte des Einheitskreises mit der
imaginidren Achse. Unter T" werden diese Punkte auf die Schnittpunkte 0
und oo der imagindren Achse und der reellen Achse abgebildet. Demnach
gilt entweder T'(i) = 0 und T'(—i) = o0 oder T'(i) = oo und T'(—i) = 0.

Dementsprechend haben wir uns fiir die reelle Achse — zwischen der
Punktfolge 20,0,1 und der Punktfolge 0,20,1 zu entscheiden. Die erst-
genannte Punktfolge beschreibt den Durchlauf der reellen Achse von links
nach rechts, wie es sein sollte. Es gilt somit 7'(i) = 0 und 7'(—i) = 0.

Diese Gerade liegt rechts vom Einheitskreis () und rechts von der ima-
gindren Achse T. Damit liegt die Bildfigur rechts von der imaginéren Ach-
se T und rechts von der reellen Achse —, also vollstindig im IV. Quadran-
ten. Damit kann die Bildfigur keine Gerade sein, da Geraden stets zwei
Quadranten durchqueren. Somit ist die Bildfigur ein Kreis mit endlichem
Radius.

Mit T'(i) = 0 und T'(—i) = o finden wir schnell, dass

az — al
T(z) =
() Z+1
gilt. Aus
az — al a — <1
T(z) = — = -
Z+1 1+§

folgt T'(o0) = a. Mit der Angabe T'(o0) = 1 ist somit a = 1 zu setzen.
Es gilt




5. Aufgabe 10 Punkte
Die Verpflanzungsabbildung f(z) als R?-Abbildung:
(x,y) — (" cosy, e" siny).

Die Randkurven ¢ + (¢,0) und ¢ +— (¢, §) werden auf die Randkurven ¢ — (e, 0)
und t +— (0, e') abgebildet. Diese Randkurven begrenzen den I. Quadranten. Das
Bildgebiet H ist der I. Quadrant.

Fiir die verpflanzte harmonische Funktion U auf H gilt
u(t,0) = e = U(e',0), u(t, Z) = 2¢' = U(0,¢),

also

Ulx',0) =2, U(0,y") = 2y.

Mit den gegebenen Ansatzfunktionen setzen wir an:

Ulx',y') = Ax" + By
und finden durch Hingucken A = 1 und B = 2. Damit ist U (2", y") = 2’ + 2y,
und schlieB3lich bekommen wir die Losung des vorgelegten Randwertproblems:

u(z,y) = U(Re f(x +1iy),Im f(x + iy)) = e"(cosy + 2siny).



6. Aufgabe 10 Punkte

a) (2 punkte) Falsch.
Mit u(z,y) = yund v(z,y) = x wird die Cauchy-Riemann-DGL u, (z,y) = —v.(x, y)
zu 1 = —1 und damit fiir (z,y) = (0,0) falsch.

b) 2 punkee) Falsch.
Die angegebene Summe ist keine Laurentreihe: Der zweite Summand ist
nicht von der Form ax(z — 2)* mit einer komplexen Konstanten a; und
einer Indexnummer £ € Z.

C) (2 punkee) Falsch.
S .
Man betrachte f(z) = e 2 mit zp = 0. Anhand der Laurentreihe um 0

) . |
E= Y

Al

Pl

erkennt man, dass 0 eine wesentliche Singularitiat ist und trotzdem das
Residuum von f gleich Null ist.

d) (2 puskie) Falsch.
«) Die komplexe Zahl 1 — 3i ist eine Nullstelle des vorgelegten Polynoms
mit nicht-negativem Realteil. Damit ist das Polynom nicht stabil.

3) Routh-Hurwitz-Matrix

(21 0 0)
30 7 2 1
0 50 30 7
\0 0 0 50/

Ein Hauptminor ist negativ:

2 1
30 7

= —16.

Damit ist nach dem Hurwitz-Routh-Kriterium das vorgelegte Poly-
nom nicht stabil.

e) (2 Punkte) Falsch.
Der Eigenwert ist 0 und hat Realteil 0, alg. VFH 2 und geom. VFH 1.
Damit ist der GGP (0, 0) nicht stabil.

(Il(f)) . (11(0) + 12(0)1)_
xo(t) z2(0)

Explizite Losung:

Bei 5(0) # 0 gilt lim |z, (t)]| = 0.
L—» 00



